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Resumo
A tese de doutoramento considera o tema da recolha de Res´ıduos
So´lidos Urbanos (RSU), tendo presente uma aplicac¸a˜o real em Portugal.
E´ bem conhecida a relevaˆncia do tema, nomeadamente por motivos am-
bientais, sociais e econo´micos. As empresas e organizac¸o˜es envolvidas
enfrentam diariamente se´rias dificuldades e limitac¸o˜es para uma boa ges-
ta˜o dos RSU. O trabalho aqui apresentado visa contribuir cientificamente
para a resoluc¸a˜o de problemas e para melhores deciso˜es, designadamente
no aˆmbito da sectorizac¸a˜o de regio˜es e na optimizac¸a˜o de rotas. O caso
de estudo considerado apresenta caracter´ısticas comuns a qualquer pro-
blema de recolha de RSU: nem todas as ruas teˆm contentores e, como
tal, a passagem nessas mesmas ruas sera´ efectuada apenas se tal for pro-
veitoso do ponto de vista da rota; ha´ ruas de sentido u´nico pelo que na˜o
e´ poss´ıvel efectuar a recolha em ambos os sentidos; os ve´ıculos colectores
devem partir e chegar vazios, em cada percurso (tambe´m denominado
“giro”); a capacidade dos ve´ıculos e´ limitada e, como tal, sempre que
necessa´rio, o ve´ıculo devera´ efectuar deposic¸a˜o em local pro´prio para o
efeito; independentemente da dimensa˜o do contentor, ele e´ totalmente
recolhido e de uma so´ vez por um u´nico ve´ıculo.
No entanto, outras caracter´ısticas sa˜o bem espec´ıficas deste caso real
que, na˜o sendo raras, na˜o teˆm sido analisadas do ponto de vista teo´rico,
pelo que merecem especial atenc¸a˜o. Os contentores sa˜o bastante diver-
sos e nem todos podem ser recolhidos por todos os ve´ıculos colectores.
Podendo a frota ser heteroge´nea, diferentes ve´ıculos apresentam diferen-
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tes capacidades e diferentes custos associados. Por exemplo, o tempo
que um ve´ıculo mais pequeno e sem grua demora a fazer a deposic¸a˜o
em aterro e´ cerca de metade daquele que um ve´ıculo maior e com grua
despende. Acresce ainda o facto de existirem diversos tipos de pontos de
deposic¸a˜o: os aterros e as estac¸o˜es de transfereˆncia. Este u´ltimo funci-
ona como depo´sito de res´ıduos tempora´rio, por vezes impondo restric¸o˜es
ao acesso dos ve´ıculos, devido a limitac¸o˜es de dimensa˜o.
Apresenta-se o estado da arte de forma organizada e sistematizada,
estabelecendo relac¸o˜es entre os diferentes problemas ou abordagens, fa-
cilitando a exposic¸a˜o e esperando que tal ajude a compreensa˜o do leitor.
Relativamente ao caso de estudo, na˜o so´ por se tratar de um problema
de razoa´vel dimensa˜o mas especialmente por envolver um planeamento
semanal onde diferentes zonas apresentam diferentes periodicidades de
recolha, foi adoptada, numa primeira fase, uma divisa˜o do territo´rio em
parcelas mais pequenas, designada de Sectorizac¸a˜o. A abordagem criada
para o efeito e´ original, sendo inspirada em leis da F´ısica, do electromag-
netismo. Permitiu um planeamento semanal das recolhas obedecendo a`s
procuras das diferentes regio˜es. Convira´ realc¸ar, que este me´todo e as
heur´ısticas associadas sa˜o suficientemente flex´ıveis e aptas para utiliza-
c¸a˜o nos mais variados contextos de sectorizac¸a˜o, para ale´m dos RSU.
Posteriormente, e relativamente aos sectores definidos, sa˜o descri-
tos novos modelos e me´todos de resoluc¸a˜o de rotas. No intuito de dar
resposta a`s especificidades mencionadas, como a heterogeneidade de ve´ı-
culos, a existeˆncia de mu´ltiplos pontos de deposic¸a˜o e a possibilidade de
existirem limitac¸o˜es na recepc¸a˜o de res´ıduos por parte desses pontos,
foram desenvolvidas treˆs formulac¸o˜es.
No fim, Sectores e Rotas sa˜o tratados de maneira integrada. Perante
rotas de “pior” qualidade e´ permitida uma redefinic¸a˜o total ou parcial
nos sectores dando lugar a novas rotas. Este procedimento permite a
introduc¸a˜o de conhecimento emp´ırico muitas vezes de extraordina´ria im-
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portaˆncia em questo˜es relacionadas com a recolha de RSU.
Todos os procedimentos sa˜o acompanhados de exemplos ilustrativos
e de instaˆncias adaptadas da literatura e de outras instaˆncias obtidas do
caso real apresentado.
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Abstract
The PhD thesis considers the subject of Municipal Solid Waste (MSW)
collection, in close connection with a real application in a region of Por-
tugal. It is well known the importance of that matter, notably due to
environmental, social and economic reasons. Moreover the companies
and organizations involved are permanently dealing with troubles and
limitations for a successful management of MSW. The work presented
here aims to contribute scientifically to better decisions, particularly in
the topics of sectorization of regions and route optimization.
The case study has characteristics that are common to any problem
of MSW collection. Not all streets have containers to collect and, for
this reason, the passage in those streets is done only if it is important
for route optimization. There are one-way streets, meaning that it is not
possible to collect in both ways. Vehicles should start and end empty,
after completing the route. The vehicle capacity is limited and whenever
necessary, the vehicle should empty in a proper place. Regardless of the
size of the container, it must be collected at once by a single vehicle.
On the other hand, this case has other specific features, although not
being rare they have not been analyzed from a theoretical point of view
and, therefore, deserving special attention. The containers are quite
different and not every containers can be collected by all vehicles. The
fleet is heterogeneous, the vehicles have different capacities and different
associated costs. For example, the time spent to empty a small vehicle
with no crane installed is about half the time spent by a bigger one with
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a crane. Furthermore, diverse types of deposition points are considered:
landfills and transfer stations. A transfer station is a temporary deposit
of waste, sometimes imposing restrictions on vehicle access, due to its
small dimension.
The state of the art is presented, in an organized and systematic
manner, establishing relationships between different problems and/or
approaches, for ease of exposition and hoping that it helps the reader’s
understanding.
Since the case study poses a problem of reasonable size, and es-
pecially because it involves a weekly planning for different areas with
different periodicities of collection, a division of the territory into smal-
ler parcels, called Sectoring, was adopted as a first step. The approach
created for this purpose is quite innovative, being inspired by the laws
of physics, by electromagnetism. It allows a weekly planning of col-
lections observing the demand of different regions. It should be noted
that this method and the accompanying heuristics are suitable and suf-
ficiently flexible for use in various contexts of sectoring beyond MSW.
Subsequently, considering each of the defined sectors, new models and
solution methods are described. In order to answer to the particulari-
ties mentioned, such as the heterogeneous fleet of vehicles, the existence
of multiple deposition points and the existence of limitations on waste
reception, three formulations were developed.
At the end, Sectors and Routes are addressed in an integrated way.
Given the ”worst”quality routes, a redefinition of sectors leading to new
routes is still possible. Moreover, this integrated procedure allows the
use of empirical knowledge that can be of extraordinary importance in
situations relating to waste collection.
All procedures are followed by illustrative examples and instances
adapted from literature or obtained from the real application.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
“Le ve´ritable voyage de de´couverte ne consiste pas a` chercher de nouveaux pay-
sages mais a` avoir de nouveaux yeux.”
Marcel Proust (1871-1922)
2 Cap´ıtulo 1. Introduc¸a˜o
1.1 Motivac¸a˜o
Os Res´ıduos So´lidos Urbanos (RSU) sa˜o um problema actual com
importaˆncia crescente nas sociedades modernas. Preocupac¸o˜es econo´-
micas e ambientais da˜o especial relevaˆncia a uma boa gesta˜o de todas as
vertentes e recursos envolvidos. Em particular, e no que mais interessa
a este trabalho, pretende-se recolhas de RSU que obedec¸am aos anseios
da populac¸a˜o e a` pro´pria legislac¸a˜o. Por exemplo, convira´ respeitar pe-
riodicidades de recolhas e, ao mesmo tempo, as recolhas devera˜o ser
programadas de forma a minimizarem os percursos efectuados pelos ve´ı-
culos colectores. Sa˜o muitas as vantagens de conseguir percursos mais
curtos. Se por um lado a empresa detentora da frota evita incorrer em
custos elevados com combust´ıveis e manutenc¸a˜o dos ve´ıculos, por outro,
a diminuic¸a˜o dos circuitos de recolha traduz-se numa diminuic¸a˜o da pe-
gada ecolo´gica provocada pela reduc¸a˜o da quantidade de CO2 libertada.
Para ale´m dos motivos de peso ja´ apresentados, outras razo˜es poderiam
ser enunciadas. Embora bem tolerada pela populac¸a˜o, a circulac¸a˜o dos
ve´ıculos colectores esta´ relacionada com ru´ıdo, odor e especialmente em
ruas mais estreitas, ligeiros engarrafamentos e tempos de espera. Por
todas as razo˜es e mais estas e´ conveniente que a recolha se fac¸a de forma
eficiente e eficaz.
Por norma, as empresas responsa´veis pela recolha de RSU teˆm a seu
cargo uma a´rea geograficamente bem definida com dimenso˜es maiores
e portanto com mais procura do que aquela que conseguiria ser satis-
feita por um u´nico ve´ıculo, num u´nico percurso. Frotas compostas por
ve´ıculos iguais ou diferentes partem, todos os dias, de uma garagem,
dirigem-se aos locais de recolha, efectuam despejos em locais pro´prios
para o efeito sempre que necessa´rio, e regressam sempre, no final de cada
dia de trabalho, ao ponto de onde partiram. Na˜o sendo um problema
fa´cil, uma divisa˜o inteligente do territo´rio, sectorizac¸a˜o, em regio˜es mais
pequenas parece ser vantajosa. Sa˜o va´rias as razo˜es apontadas que jus-
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tificam a sua realizac¸a˜o. Se por um lado, ao diminuir a a´rea abrangida
por cada ve´ıculo as deciso˜es sobre rotas ficam facilitadas, por outro lado,
factores relacionados com o melhor conhecimento de regio˜es mais peque-
nas pelos condutores dos ve´ıculos colectores, podem ser apontadas como
vantagens em momentos em que, por exemplo, o traˆnsito e´ obrigado a
efectuar desvios por motivos de obras, acidentes na via ou ve´ıculos mal
estacionados ao longo do percurso. Embora o conceito de dividir ou
sectorizar seja intuitivo e simples, a obtenc¸a˜o de “bons” sectores pode
ser tarefa bastante complexa. As procuras nas a´reas consideradas esta˜o
longe de ser uniformemente distribu´ıdas pelo mapa. Por exemplo, maio-
res densidades populacionais, ou seja, mais res´ıduos produzidos, corres-
pondem a maiores e mais frequentes procuras. Como tal, na˜o bastara´,
certamente, pegar num mapa e simplesmente dividi-lo em tantas porc¸o˜es
de igual a´rea, quantos os sectores previamente estipulados. Pretende-se,
finalmente, que os sectores sejam partes semelhantes de um todo. Sendo
esta “semelhanc¸a” medida com recurso a diferentes crite´rios que podem
focar a procura, as a´reas ocupadas ou o tempo para o servic¸o, sempre
com o objectivo de construir rotas de ve´ıculos colectores.
O caso de estudo, relacionado com a recolha de RSU no concelho de
Monc¸a˜o, surgiu como uma excelente oportunidade para testar alguns dos
desenvolvimentos em contexto real. As particularidades deste caso sa˜o
apresentadas e alguns modelos desenvolvidos para dar resposta a va´rias
questo˜es lanc¸adas pela empresa. Se por um lado a frota era heteroge´nea
e as periodicidades distintas dependendo da regia˜o, por outro, os pontos
de deposic¸a˜o de res´ıduos, sendo va´rios, poderiam apresentar limitac¸o˜es
quanto ao nu´mero de visitas recebidas diariamente pelos ve´ıculos.
Naturalmente, os sectores e as rotas, de uma maneira geral, na˜o
sa˜o novidade na literatura e ate´ mesmo, embora em escala reduzida,
em recolha de RSU. No entanto, os me´todos conhecidos na˜o resolvem
de maneira universal todas as especificidades que surgem em contexto
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real. Mesmo para as especificidades que sa˜o consideradas, esses me´todos
podera˜o ainda ser melhorados. No fundo, cada caso e´ um caso e foi
este um ponto de partida que motivou esta tese, a par da intenc¸a˜o de
contribuir com novas ideias e te´cnicas de Optimizac¸a˜o.
Na˜o seria poss´ıvel este trabalho sem um grande esforc¸o inicial de le-
vantamento, de ana´lise, de discussa˜o e de estruturac¸a˜o de toda a situac¸a˜o
envolvendo o caso de estudo da recolha de RSU, ja´ mencionado.
Posteriormente, avanc¸ou uma fase de concepc¸a˜o e desenvolvimento
de uma nova abordagem para a gerac¸a˜o de sectores. Esta nova abor-
dagem, inspirada por leis da f´ısica, encaixou surpreendentemente nos
pressupostos estipulados. Nunca o des´ıgnio consistiu em “ver novas pai-
sagens”, como exposto no in´ıcio deste cap´ıtulo por Marcel Proust, mas
em “ver com diferentes olhos”. Seguiu-se a apresentac¸a˜o de novos mo-
delos e me´todos de resoluc¸a˜o em rotas dentro dos sectores definidos.
Finalmente, os procedimentos de sectorizac¸a˜o e de determinac¸a˜o de ro-
tas foram avaliados de maneira integrada. Foram estas as principais
razo˜es do caminho que se percorreu e que sera´ descrito. Os pro´ximos
cap´ıtulos ilustrara˜o e aprofundara˜o o caso de recolha de RSU e todos os
desenvolvimentos e resultados alcanc¸ados.
1.2 Organizac¸a˜o
A primeira parte desta tese introduz, sucintamente, alguns conceitos
u´teis relacionados com a Teoria de Grafos e com a Optimizac¸a˜o Com-
binato´ria. O Estado da Arte na a´rea da Sectorizac¸a˜o e das Rotas (em
Arcos) sa˜o tema central do Cap´ıtulo 2. Para ale´m dos principais resul-
tados em cada uma das a´reas e´ dada especial eˆnfase a` organizac¸a˜o dos
diferentes temas. Houve o cuidado de organizar e apresentar de forma
sistematizada, sempre que poss´ıvel, os diferentes problemas e abordagens
a` sua resoluc¸a˜o. O caso de estudo relacionado com a recolha de RSU
no concelho de Monc¸a˜o e´ retratado no Cap´ıtulo 3. Neste cap´ıtulo sa˜o
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descritas desde as caracter´ısticas geogra´ficas e populacionais relevantes
da regia˜o em causa, aos ve´ıculos de recolha, passando pelo tipo de con-
tentores e pelos pontos de aterro/estac¸a˜o de transfereˆncia. O Cap´ıtulo
4 e´ dedicado a` apresentac¸a˜o de diferentes modelos matema´ticos que da˜o
corpo a um problema definido num grafo misto de rotas em ligac¸o˜es com
diferentes especificidades. O Cap´ıtulo 5 expo˜e elementos fundamentais
deste trabalho, nomeadamente a nova abordagem a` sectorizac¸a˜o, ba-
seada em leis do electromagnetismo, e me´todos para a optimizac¸a˜o de
rotas. Exemplos ilustrativos esta˜o tambe´m presentes para uma mais
fa´cil leitura. Dos resultados computacionais que constam do Cap´ıtulo
6 fazem parte resultados obtidos em instaˆncias adaptadas da literatura
e em instaˆncias retiradas do caso de estudo em ana´lise. Por fim, no
Cap´ıtulo 7 sa˜o apresentadas as concluso˜es e as sugesto˜es de trabalho
futuro.
1.3 Contribuic¸o˜es
Esta tese de doutoramento apresenta diversas contribuic¸o˜es, que se
estendem pelo tema central da recolha de RSU e pelos problemas de
optimizac¸a˜o ligados a` determinac¸a˜o de sectores e de rotas.
A comprovac¸a˜o de que mais uma situac¸a˜o real complexa, de interesse
ambiental, causando dificuldades dia´rias a`s instituic¸o˜es envolvidas no seu
tratamento, pode ser analisada, estruturada e resolvida com eficieˆncia e
efica´cia recorrendo a` Investigac¸a˜o Operacional e a meios computacionais.
Tambe´m na apresentac¸a˜o do estado da arte, sobre alguns temas,
esta˜o contribuic¸o˜es, consequeˆncia da correspondente organizac¸a˜o. Efec-
tivamente, quer ao n´ıvel dos problemas de rotas, como no respeitante aos
problemas de sectores, a to´nica foi colocada ale´m duma simples listagem
de principais autores e seus trabalhos, ao propor uma quase “taxonomia”
entre os problemas ou as abordagens, criando relacionamentos e espe-
rando facilitar a compreensa˜o do leitor. A disponibilizac¸a˜o de mapas que
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estabelecem relac¸o˜es entre os diferentes conceitos parece resultar e poder
ser considerada uma contribuic¸a˜o interessante para novos investigadores
na a´rea.
Ao n´ıvel da sectorizac¸a˜o expo˜e-se e aplica-se uma nova abordagem,
inspirada em atracc¸o˜es electromagne´ticas estabelecidas entre pares de
cargas. Resulta numa agregac¸a˜o hiera´rquica que permite a criac¸a˜o de
grupos de pontos integrantes a cada sector. Esta nova ideia para a
formac¸a˜o optimizada de sectores apresenta fa´cil adaptac¸a˜o para os mais
variados contextos, ale´m dos RSU.
Surgem tambe´m algumas contribuic¸o˜es na definic¸a˜o das rotas de re-
colha consequeˆncia, por exemplo, do desenvolvimento de modelos que
lidam com dificuldades espec´ıficas, como a limitac¸a˜o do nu´mero de visi-
tas aos pontos de deposic¸a˜o (aterros ou estaco˜es de transfereˆncia), por
parte dos ve´ıculos. Mesmo na˜o sendo uma situac¸a˜o ta˜o rara assim, apa-
rentemente na˜o e´ tida em considerac¸a˜o pela literatura. Na conjuntura
do caso de estudo, e como convira´, sectores e rotas tambe´m sa˜o tratados
duma forma articulada.
Ao longo desta tese, sa˜o apontados poss´ıveis percursos para investiga-
c¸a˜o futura que se espera possam ser contribuic¸o˜es para quem investigue
nesta a´rea do saber.
Cap´ıtulo 2
Temas Fundamentais e
Estado da Arte
“A coisa mais importante na˜o e´ o nu´mero de ideias reunidas no nosso esp´ırito,
mas sim o que as une”
Titu Maiorescu (1840-1917)
8 Cap´ıtulo 2. Temas Fundamentais e Estado da Arte
Este cap´ıtulo e´ dedicado a uma apresentac¸a˜o concisa de temas fun-
damentais ao desenvolvimento do trabalho e a uma revisa˜o bibliogra´fica.
Os temas em questa˜o enquadram a Teoria dos Grafos, a Optimizac¸a˜o
Combinato´ria, a Sectorizac¸a˜o e os problemas de Rotas. Ja´ a exposic¸a˜o
sobre o Estado da Arte versa essencialmente os Sectores e as Rotas, nas
Secc¸o˜es 2.2 e 2.3. Ao longo destas u´ltimas secc¸o˜es, para ale´m de serem
apresentados os desenvolvimentos mais importantes na a´rea e os respec-
tivos autores, sera´ dado especial eˆnfase a uma apresentac¸a˜o relacional
entre os diferentes to´picos.
2.1 Grafos
Como foi referido, sera˜o apresentados inicialmente, resumidamente
e sem intensa˜o de “revisa˜o da literatura”, alguns temas, definic¸o˜es e
resultados, convenientes para a dissertac¸a˜o.
2.1.1 Grafos - uma breve apresentac¸a˜o
“A extraordina´ria beleza dos grafos reside na sua simplicidade, uma
vez que se trata apenas de pontos e linhas entre esses pontos. Apesar
disso, as potencialidades de uma reflexa˜o sobre estes diagramas sa˜o re-
almente surpreendentes.”
In Alsina [2011]
2.1.1.1 Introduc¸a˜o e aplicac¸o˜es
A ideia de grafo e´, provavelmente, a representac¸a˜o ou estrutura mais
u´til na a´rea da matema´tica discreta. Os grafos aparecem associados
a`s mais vastas a´reas, desde redes sociais em psicologia, passando pela
representac¸a˜o de linhas de metro, de redes de computadores, de circuitos
ele´ctricos, de interacc¸o˜es entre estruturas moleculares ou ate´ mesmo em
teoria de jogos. Na Figura 2.1 apresenta-se a planta do metro do Porto:
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um conjunto de linhas e pontos que representam, respectivamente, os
percursos e as diferentes estac¸o˜es de metro do Grande Porto.
Figura 2.1: Planta do metro do Porto
Figura 2.2: Leonhard
Euler (1707-1783)
De uma forma muito simples, pode dizer-
se que a Teoria de Grafos, uma a´rea espec´ıfica
da matema´tica, reflecte, perante um conjunto
na˜o vazio de objectos, as relac¸o˜es entre pares
de elementos desse mesmo conjunto.
A histo´ria dos grafos ja´ tem alguns se´culos
e teve in´ıcio com Leonhard Euler, um mate-
ma´tico su´ıc¸o do Se´culo XVIII, Figura 2.2.
Conta a histo´ria que este matema´tico,
numa das suas viagens a Ko¨nigsberg, na Fi-
gura 2.3, foi confrontado com um problema sobre o qual escreveu:
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“ O problema que, em minha opinia˜o, e´ bastante conhecido,
enuncia-se assim: na cidade de Ko¨nigsberg, na Pru´ssia, ha´
uma ilha, chamada Kneiphof, rodeada pelos dois brac¸os do
rio Pregel. Ha´ sete pontes que atravessam os dois brac¸os do
rio. A questa˜o consiste em determinar se uma pessoa pode
dar um passeio de modo a atravessar cada uma das pontes
apenas uma vez. Foi-me dito que, embora houvesse quem
negasse a possibilidade de o fazer e quem dela duvidasse,
ningue´m defendia a hipo´tese de ser realmente poss´ıvel.”
Traduc¸a˜o de Euler [1736] retirada de Alsina [2011]1.
Figura 2.3: Ko¨nigsberg, Se´culo XVII
Atribu´ı-se a Leonhard Euler a autoria do primeiro grafo, Figura 2.4.
Mais formalmente, pode definir-se grafo como:
Definic¸a˜o 2.1.1 Um grafo, G = (V,E), consiste num conjunto, na˜o
vazio, na˜o necessariamente finito, V , de ve´rtices (ou nodos) e num con-
1A traduc¸a˜o integral, em ingleˆs, de Euler [1736] pode ser encontrada em Biggs
et al. [1998].
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Figura 2.4: Representac¸a˜o apresentada por L. Euler
junto E de ligac¸o˜es que representam uma associac¸a˜o entre um par de
elementos do conjunto V .
Muitas foram as figuras ilustres, como Hamilton ou Cayley para sali-
entar apenas algumas, que deixaram a sua marca nestes quase 3 se´culos
de histo´ria. Grandes homens da cieˆncia do Se´culo XX como William
Thomas Tutte, Frank Harary, Edsger Wybe Dijkstra e Paul Erdo¨s, fo-
ram especiais impulsionadores e deram enormes contributos a` Teoria de
Grafos como a conhecemos nos dias de hoje.
2.1.1.2 Algumas definic¸o˜es
O estudo da Teoria de Grafos inclui grafos com caracter´ısticas e de-
nominac¸o˜es assaz diversas. Sem qualquer pretensa˜o de exaustividade
nesta mate´ria, seguem-se alguns dos conceitos, definic¸o˜es e resultados
mais relevantes, fundamentais para os desenvolvimentos que posterior-
mente aqui sera˜o apresentados.
Salientam-se, como refereˆncias nesta a´rea, Rosen [2007], Wiitala
[1987], Biggs et al. [1998] ou Ore [1970].
Um grafo diz-se grafo simples se cada uma das suas arestas liga
ve´rtices diferentes e na˜o existem arestas que liguem o mesmo par de ve´r-
tices. A Figura 2.5 apresenta o exemplo de um grafo simples composto
por 9 ve´rtices e 10 arestas.
A matriz de adjaceˆncias corresponde a` matriz quadrada de ordem
n (em que n = |V |) composta por uns e zeros que representam, respec-
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Figura 2.5: Grafo simples
tivamente, para cada par (i, j) a existeˆncia, ou na˜o, de ligac¸o˜es (arestas)
entre os ve´rtices i e j, representando se sa˜o ou na˜o adjacentes. Se a`s li-
gac¸o˜es entre os ve´rtices se associarem direcc¸o˜es, representadas por setas
nas ligac¸o˜es entre os ve´rtices, as arestas passam a denominar-se arcos.
Para um arco a = (v1, v2), ao ve´rtice de partida v1 chama-se cauda (tail)
de a e ao de chegada, v2, cabec¸a (head) de a representando-se por T (a) e
H(a), respectivamente. Se o conjunto das ligac¸o˜es dum grafo for apenas
composto por arcos, o grafo denomina-se de grafo direccionado ou
digrafo. Na Figura 2.6 apresenta-se o exemplo de um grafo dirigido.
Figura 2.6: Grafo direccionado
Os grafos ponderados teˆm associados aos ve´rtices ou a`s ares-
tas/arcos func¸o˜es que os relacionam. Muitas vezes, essas func¸o˜es indicam
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os “custos de travessia” da aresta/arco em causa (distaˆncia, tempo, valor
moneta´rio,... ). Na Figura 2.7 esta´ representado um grafo simples com
custos associados a`s arestas.
Figura 2.7: Grafo ponderado
Dois ve´rtices dizem-se adjacentes se estiverem ligados por uma
aresta. Diz-se que uma aresta, e = (v1, v2), e´ incidente num ve´rtice
v se v = v1 ou v = v2.
A matriz de adjaceˆncias de um grafo ponderado podera´ ser substi-
tu´ıda pela matriz de adjaceˆncias ponderada em que cada elemento desta
matriz representa o custo associado a` aresta/arco em causa. A Tabela
2.1 representa a matriz de adjaceˆncias ponderada relativa ao grafo da
Figura 2.7. Matrizes de adjaceˆncias associadas a grafos na˜o dirigidos sa˜o
sime´tricas.
No caso do grafo possuir, simultaneamente, arcos e arestas e´ conhe-
cido como grafo misto. Numa situac¸a˜o em que existem ligac¸o˜es para-
lelas, isto e´, diferentes ligac¸o˜es que ligam o mesmo par de ve´rtices da´-se
o nome de multigrafo. A designac¸a˜o de pseudografo surge quando,
para ale´m de arestas paralelas existe, pelo menos, um lacete, uma aresta
que liga um ve´rtice a ele pro´prio.
Definic¸a˜o 2.1.2 Um subgrafo de um grafo G = (V,E) e´ um grafo
G′ = (V ′, E′) de tal maneira que V ′ ⊆ V e E′ ⊆ E e´ o conjunto das
ligac¸o˜es de E que incidem em ve´rtices de V ′.
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Tabela 2.1: Matriz de adjaceˆncias ponderada
Ve´rtices
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ve´rtices
1 - 5 3 4 - - - - -
2 5 - - - 4 - - - -
3 3 - - - 6 - - - -
4 4 - - - - - - 3 -
5 - 4 6 - - - 4 - -
6 - - - - - - 6 - -
7 - - - - 4 6 - - 7
8 - - - 3 - - - - 10
9 - - - - - - 7 10 -
Definic¸a˜o 2.1.3 Um ve´rtice v diz-se sucessor do ve´rtice u se existir o
arco (u, v). Nesse caso, o ve´rtice u diz-se antecessor do ve´rtice v.
V +(v) e V +(v) representam, respectivamente, o conjunto dos sucessores
e dos antecessores do ve´rtice v.
Seguindo a mesma notac¸a˜o da usada na definic¸a˜o anterior (Definic¸a˜o
2.1.3), designa-se por V +2(v) o conjunto dos sucessores de sucessores
de v e, analogamente,V −2(v) representa o conjunto dos antecessores de
antecessores de v. A mesma ideia pode ser aplicada sucessivamente ate´ se
obter o conjunto dos sucessores/antecessores de ordem n de v, definidos
recursivamente por:
V +n(v) = V (V +(n−1)(v)) e V −n(v) = V (V −(n−1)(v))
Definic¸a˜o 2.1.4 Entende-se por caminho uma sequeˆncia de ve´rtices
dum grafo de tal forma que, cada sucessivo par de ve´rtices representa
uma ligac¸a˜o, que na˜o se repete, do mesmo grafo.
Definic¸a˜o 2.1.5 O fecho transitivo de um ve´rtice v, V +(v) e´ o con-
junto dos ve´rtices para os quais existe um caminho qualquer partindo de
v, ou seja, V +(v) = {v}∪V +({v})∪V +2({v})∪V +3({v})∪...∪V +n({v})
2.1. Grafos 15
Definic¸a˜o 2.1.6 O fecho transitivo inverso de um ve´rtice v, V −(v)
e´ o conjunto dos ve´rtices dos quais existe um caminho qualquer ate´ v,
ou seja, V −(v) = {v}∪V −({v})∪V −2({v})∪V −3({v})∪ ...∪V −n({v})
Definic¸a˜o 2.1.7 Circuito e´ entendido como todo o caminho que co-
mec¸a e acaba no mesmo ve´rtice.
Definic¸a˜o 2.1.8 Se a um circuito num grafo for acrescentada a obri-
gatoriedade de passagem em todas as ligac¸o˜es desse grafo, na˜o havendo
repetic¸a˜o de ve´rtices, este passa a designar-se de circuito euleriano
(ou circuito de Euler). Analogamente, entende-se por caminho eu-
leriano (ou caminho de Euler), todo o caminho que percorre todas
as ligac¸o˜es.
No caso em que a obrigatoriedade de passagem se reflecte em todos
os ve´rtices em vez das ligac¸o˜es os circuitos e os caminhos passam a
designar-se de hamiltonianos em vez de eulerianos, em homenagem
ao famoso cientista irlandeˆs do Se´culo XIX: William Rowan Hamilton
(1805-1865).
Definic¸a˜o 2.1.9 Um grafo e´ conexo se, dado um qualquer par de ve´r-
tices, existe um caminho que os une.
No caso de se tratar de um grafo direccionado a questa˜o da conexi-
dade apresenta alguns desenvolvimentos relacionados com a impossibi-
lidade de passagem, entre alguns ve´rtices, em ambos os sentidos:
Definic¸a˜o 2.1.10 Num grafo G = (V,A), entende-se por componente
fortemente conexa de v ∈ V e representa-se por C({v}), o conjunto
de todos os ve´rtice de V que esta˜o ligados a v por um qualquer caminho
de “ida e volta”, ou seja, C({v}) = V +({v}) ∩ V −({v})
Definic¸a˜o 2.1.11 Um grafo dirigido diz-se fortemente conexo se apre-
sentar uma u´nica componente fortemente conexa.
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Definic¸a˜o 2.1.12 O grau de um ve´rtice, v ∈ V , g(v), corresponde
ao nu´mero de arestas que nele incidem.
Definic¸a˜o 2.1.13 Um grafo na˜o dirigido em que todos os ve´rtices teˆm
o mesmo grau diz-se regular.
Teorema 2.1.1 Num grafo G = (V,E), a soma dos graus de todos os
ve´rtices e´ sempre igual ao dobro do nu´mero de arestas de G, ou seja,
2× |E|.
A prova do Teorema 2.1.1 resulta simples quando se pensa que cada
aresta, em particular, por ser incidente a dois ve´rtices, contribui com 2
na soma dos graus de todos os ve´rtices. Assim, na totalidade, as arestas
contribuira˜o com 2×|E| (Thulasiraman e Swamy [1992], Wiitala [1987]).
Do Teorema 2.1.1 resulta o seguinte corola´rio:
Corola´rio 2.1.2 Em qualquer grafo, o nu´mero de ve´rtices de grau ı´m-
par e´ sempre par.
Tendo em conta que a soma dos graus dos ve´rtices e´ sempre par
(consequeˆncia do Teorema 2.1.1), a prova fica simples se se pensar que
apenas uma soma de um nu´mero par de ı´mpares resulta par (Wiitala
[1987]).
No caso de se tratar de um grafo dirigido, o grau de um ve´rtice devera´
reflectir, separadamente, se se trata de arcos que “chegam ao ve´rtice”
ou “partem do ve´rtice”. Para tal, num grafo dirigido G = (V,A), sa˜o
definidos dois valores:
Definic¸a˜o 2.1.14 O semigrau de entrada de um ve´rtice v, gr−(v),
corresponde ao nu´mero de arcos que nele incidem da forma (u, v), ∀u ∈
V . Analogamente, o semigrau de sa´ıda de um ve´rtice v, gr+(v),
corresponde ao nu´mero de arcos que dele partem apresentando a forma
(v, u), ∀u ∈ V .
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Definic¸a˜o 2.1.15 Um grafo direccionado, G = (V,A) diz-se pseudo-
sime´trico se, para todo o ve´rtice v ∈ V , gr+(v) = gr−(v).
Teorema 2.1.3 Num grafo direccionado G = (V,A), a soma dos semi-
graus de entrada de todos os ve´rtices e´ sempre igual a` soma dos semi-
graus de sa´ıda de todos os ve´rtices.
Com a resoluc¸a˜o do problema das sete pontes de Ko¨nigsberg, ante-
riormente apresentado, L. Euler estabeleceu uma condic¸a˜o necessa´ria e
suficiente para a existeˆncia de um circuito de Euler, veja-se o Teorema
2.1.4.
Teorema 2.1.4 Um multigrafo conexo na˜o dirigido com, pelo menos,
dois ve´rtices apresenta um circuito de Euler se e so´ se todos os seus
ve´rtices apresentarem grau par.
O Teorema 2.1.5 indica as condic¸o˜es necessa´rias e suficientes para
a existeˆncia de um circuito euleriano no caso de se tratar de um grafo
dirigido.
Teorema 2.1.5 Um grafo dirigido fortemente conexo apresenta um cir-
cuito de Euler se e so´ se o grafo e´ pseudo-sime´trico.
Os grafos que apresentam um circuito de Euler sa˜o muitas vezes
denominados de grafos eulerianos.
As condic¸o˜es necessa´rias e suficientes para a existeˆncia de um cami-
nho euleriano num grafo na˜o direccionado e direccionada sa˜o apresenta-
das nos Teoremas 2.1.6 e 2.1.7, respectivamente.
Teorema 2.1.6 Um multigrafo conexo possui um caminho euleriano
(mas na˜o um circuito euleriano) se e so´ se tiver exactamente dois ve´r-
tices de grau ı´mpar.
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Teorema 2.1.7 Num grafo dirigido fortemente conexo existe um ca-
minho euleriano se e so´ se existir um par de ve´rtices u e v tal que
gr+(u)− gr−(u) = 1 e gr−(v)− gr+(v) = 1 e para os restantes ve´rtices
w, gr+(w) = gr−(w).
Relativamente a circuitos hamiltonianos, na˜o sa˜o conhecidas condi-
c¸o˜es simultaneamente necessa´rias e suficientes que garantam a sua exis-
teˆncia. No entanto, existem algumas condic¸o˜es suficientes das quais se
destacam as que se apresentam nos Teorema 2.1.8 e Teorema 2.1.9.
Teorema 2.1.8 Teorema de Dirac: Se G for um grafo simples com
n ≥ 3 ve´rtices e se o grau de cada ve´rtice de G for, pelo menos, n/2
enta˜o G possui um circuito hamiltoniano.
Teorema 2.1.9 Teorema de Ore: Se G for um grafo simples com
n ≥ 3 ve´rtices e a soma dos graus de dois quaisquer ve´rtices de G na˜o
adjacentes e´, pelo menos, n, enta˜o G possui um circuito hamiltoniano.
E. Dijkstra, em 1959, apresenta um Algoritmo (Algoritmo de Dijks-
tra) que permite calcular a distaˆncia mais curta entre dois ve´rtices num
dado grafo ponderado conexo, Rosen [2007].
2.1.1.3 Grafos, Hipergrafos e Metagrafos
Mais recentemente, e com ligac¸a˜o a` definic¸a˜o de grafo, dois novos
conceitos surgiram: hipergrafo e metagrafo.
O hipergrafo foi divulgado por Claude Berge (Berge [1970]) e pode
ser descrito como um grafo especial onde as arestas na˜o ligam necessaria-
mente dois ve´rtices, como acontece nos grafos comuns, mas um conjunto
de ve´rtices com, pelo menos, um elemento cada. Mais formalmente,
pode dizer-se que:
Definic¸a˜o 2.1.16 Hipergrafo e´ um grafo, H = (V,E), em que V =
{v1, v2, ..., vn} representa um conjunto na˜o vazio de ve´rtices e
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E = {E1, E2, ..., Em}, o conjunto das denominadas hiperarestas, tal que
Ej ⊆ V , para j = 1, ..,m.
No caso particular de |Ej | = 2, ∀j = 1, ...,m, o hipergrafo reduz-se
a um grafo, raza˜o pela qual se diz que o grafo e´ caso particular de um
hipergrafo.
Figura 2.8: Hipergrafo
Na Figura 2.8 apresenta-se uma poss´ıvel representac¸a˜o de um hiper-
grafo onde, por exemplo, a` hiperaresta e1 esta˜o associados os ve´rtices 1,
2, 3 e 4.
A um hipergrafo H pode-se associar a matriz de adjaceˆncias A =
[aij ] tal que aij ∈ {0, 1}, para todo i = 1, ..., n e j = 1, ...,m, onde
n = |V | e m = |E|. Se aij = 1 significa que o ve´rtice i esta´ associado
a` hiperaresta j, caso contra´rio, aij = 0. Ao exemplo apresentado na
Figura 2.8, correspondera´ a matriz de adjaceˆncias da Tabela 2.2.
No caso de estarem associadas direcc¸o˜es a`s hiperarestas, o hipergrafo,
analogamente ao que acontece nos grafos, denomina-se de hipergrafo
dirigido, Gallo et al. [1993]. Na Figura 2.9 apresenta-se, como exemplo,
um hipergrafo dirigido.
O anteriormente definido conjunto E passa a denominar-se o con-
junto das hiperarestas dirigidas ou hiperarcos e e´ formado por um par
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Tabela 2.2: Matriz de adjaceˆncias do hipergrafo
Arestas
e1 e2 e3 e4 e5
Ve´rtices
1 1 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0
3 1 1 0 0 0
4 1 0 0 1 0
5 0 1 1 0 0
6 0 0 1 0 0
7 0 0 1 0 1
8 0 0 0 1 1
9 0 0 0 0 1
Figura 2.9: Hipergrafo dirigido
ordenado E = (T (E), H(E)). Sendo T (E) o conjunto dos ve´rtices de
partida (tail) dos hiperarcos e H(E) o conjunto dos ve´rtices de chegada
(head).
No caso de hipergrafos dirigidos a matriz de adjaceˆncias e´ composta
por 3 tipos de elementos aij ∈ {−1, 0, 1}, ou seja,
aij =

−1, vi ∈ T (Ej)
1, vi ∈ H(Ej)
0, caso contra´rio
.
A matriz de adjaceˆncias correspondente ao hipergrafo dirigido apre-
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sentado na Figura 2.9 sera´ a dada pela matriz da Tabela 2.3:
Tabela 2.3: Matriz de adjaceˆncias do hipergrafo dirigido
Arestas
e1 e2 e3 e4 e5
Ve´rtices
1 -1 0 0 0 0
2 1 -1 0 0 0
3 1 -1 0 0 0
4 1 0 0 0 -1
5 0 1 -1 0 0
6 0 0 -1 0 0
7 0 0 1 -1 0
8 0 0 0 -1 1
9 0 0 0 1 0
A lista de adjaceˆncias apresenta a mesma informac¸a˜o que a matriz
de adjaceˆncias, sob a forma de lista. A vantagem do uso de Listas em vez
de Matrizes revela-se ao n´ıvel da exigeˆncia do tratamento computacional
dos dados.
Os hipergrafos dirigidos surgiram, na literatura, para dar resposta a
alguns problemas na a´rea da Cieˆncia dos Computadores e da Optimiza-
c¸a˜o Combinato´ria, Gallo et al. [1993].
No contexto dos metagrafos, um arco, e =< Ve,We >∈ E, consiste
num conjunto de ve´rtices de entrada (invertex ) e num conjunto de ve´r-
tices de sa´ıda (outvertex ), cada um dos quais podendo conter qualquer
nu´mero de elementos.
Definic¸a˜o 2.1.17 Dado um conjunto de elementos X = {x1, x2, ..., xn},
um metagrafo em X consiste num par ordenado S =< X,E > em que
E = {e1, e2, ..., ek} representa o conjunto das arestas do metagrafo de
tal maneira que, para cada aresta ej tanto o conjunto dos seus ve´rtices
de entrada, como o dos seus ve´rtices de sa´ıda, sa˜o constitu´ıdos por um
ou mais elementos de X.
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A Figura 2.10 apresenta um exemplo de um metagrafo, S =< X,E >,
onde X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} e E = {({1}, {2, 3}), ({4}, {5, 6, 7, 8}),
({2, 3}, {6, 7}), ({3}, {5}), ({6, 7}, {9}), ({5, 6, 7, 8}, {9})}
Figura 2.10: Exemplo de um metagrafo
Os Metagrafos foram introduzidos no in´ıcio dos anos 90, do se´culo
passado, em Basu e Blanning [1995].
Dois conceitos importantes na teoria dos metagrafos sa˜o o de co-
entradas (coinputs) e o de co-sa´ıdas (cooutputs), Basu e Blanning
[2001]. A co-entrada de qualquer v ∈ Vk e´ dado pelo conjunto Vk\{v}.
A co-sa´ıda de qualquer v ∈Wk e´ dado pelo conjunto Wk\{v}.
Assim, entende-se por conjunto dos ve´rtices de entrada (inverti-
ces) e por conjunto dos ve´rtices de sa´ıda (outvertices) relativamente
a dada aresta, ei, o conjunto de todos os ve´rtices que, relativamente a
ei, fazem parte do mesmo conjunto de origem e do mesmo conjunto de
destino, respectivamente. Na Figura 2.10, para a aresta dirigida e3 os
elementos 2 e 3 formam o conjunto dos ve´rtices de entrada e 6 e 7 o
conjunto dos ve´rtices de sa´ıda. No entanto, a aresta e2 apenas possui 3
como ve´rtice de entrada e 5 como ve´rtice de sa´ıda.
No contexto dos metagrafos, entende-se por percurso de um elemento
x a outro y e representa-se por h(x, y), a sequeˆncia de arcos (e1, e2, ..., ek)
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de tal maneira que x ∈ ve´rtices de sa´ıda (e1) e y ∈ ve´rtices de entrada
(ek).
Numa primeira abordagem, tal como refere Basu e Blanning [1995],
metagrafos, hipergrafos dirigidos e ate´ mesmo grafos dirigidos apresen-
tam muitas semelhanc¸as podendo levar, erradamente, a concluir que se
trata de perfeitos “sino´nimos” da mesma realidade. Os arcos, num grafo
dirigido, estabelecem relac¸o˜es entre ve´rtices isolados, veja-se a Figura
2.6. Os hiperarcos, num hipergrafo, estabelecem relac¸o˜es entre ve´rtices
ou conjuntos de ve´rtices, como se pode constatar na Figura 2.9. No
entanto, conforme e´ apresentado em Basu e Blanning [1995], a teoria
dos hipergrafos dirigidos foi desenvolvida no contexto das relac¸o˜es entre
os elementos mais simples, os ve´rtices. Apesar dos hiperarcos poderem
ligar conjuntos de ve´rtices, questo˜es como propriedades dos percursos,
conectividade e fluxo sa˜o definidas em termos do elemento mais simples,
o ve´rtice, e na˜o em termos de conjuntos de ve´rtices como acontece com
os metagrafos. Quando se estabelece um percurso num hipergrafo ele
e´ feito de ve´rtice em ve´rtice. No hipergrafo apresentado na Figura 2.9,
um percurso entre os ve´rtices 1 e 9 poderia ser 1−2−5−7−9. Em con-
trapartida, nos metagrafos as relac¸o˜es estabelecem-se entre conjuntos,
singulares ou na˜o, de ve´rtices. Estabelecer um percurso num metagrafo
pode significar ir de conjunto de ve´rtices em conjunto de ve´rtices. Se se
pretender um percurso, no metagrafo da Figura 2.10, entre os ve´rtices 1
e 9 ele poderia ser definido como : {1} − {2, 3} − {6, 7} − {9}.
Definic¸a˜o 2.1.18 Considera-se a matriz de adjaceˆncias, do meta-
grafo S = (X,E), a matriz quadrada de ordem I (I = |X|) de tal ma-
neira que, para quaisquer i, j = 1, ..., I, aij =
⋃
k(αij)k, onde
(αij)k =
 (Vk \ {xi},Wk \ {xj}, < Ek >), se xi ∈ Vk ∧ xj ∈Wk∅, caso contra´rio
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A matriz de adjaceˆncias relativa ao exemplo que aqui se apresenta,
encontra-se na Tabela 2.4.
O livro Basu e Blanning [2006] apresenta-se como uma boa refereˆncia
em mate´ria de metagrafos e suas aplicac¸o˜es.
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2.1.2 Optimizac¸a˜o Combinato´ria em Grafos
A Optimizac¸a˜o Combinato´ria apresenta uma relevaˆncia crescente,
quer pelo interesse teo´rico, quer pelo interesse pra´tico resultante das
inu´meras aplicac¸o˜es nas mais variadas a´reas. Problemas como o da Mo-
chila, do Caixeiro Viajante ou o da Colorac¸a˜o de Mapas sa˜o apenas
alguns dos muitos exemplos de problemas que poderiam ser dados. De
forma muito simplificada, pode dizer-se que, num problema de optimi-
zac¸a˜o combinato´ria se pesquisa a melhor soluc¸a˜o, num nu´mero finito,
geralmente muito grande, de alternativas. Dito desta maneira parece
tarefa simples. Para muitos problemas de optimizac¸a˜o combinato´ria,
uma centena de varia´veis bina´rias (0 ou 1) sera´ suficiente para que um
computador, por muito ra´pido que seja, ocupe muitos se´culos de ca´lculo
para enumerar as soluc¸o˜es ou encontrar uma soluc¸a˜o o´ptima.
2.1.2.1 Introduc¸a˜o
Muitos dos Problemas de Optimizac¸a˜o consistem na pesquisa da me-
lhor configurac¸a˜o de um conjunto de varia´veis de maneira a atingir deter-
minado objectivo. Estes problemas aparecem divididos em dois grandes
grupos: aquele em que as varia´veis apresentam valores reais e um ou-
tro em que a`s varia´veis sa˜o atribu´ıdos valores discretos. Dentro dos de
varia´veis discretas encontra-se a classe dos Problemas de Optimizac¸a˜o
Combinato´ria, Wolsey [1998].
Definic¸a˜o 2.1.19 Dado um conjunto finito N = {1, ..., N}, pesos cj,
∀j ∈ N , e um conjunto F de subconjuntos admiss´ıveis de N . O problema
de encontrar o subconjunto admiss´ıvel de peso mı´nimo e´ um Problema
de Optimizac¸a˜o Combinato´ria (COP).
(COP ) minS⊆N{
∑
j∈S
cj : S ∈ F}
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Resolver um Problema de Optimizac¸a˜o Combinato´ria corresponde
a encontrar um valor s∗ ∈ S que torne mı´nimo (ou ma´ximo) o valor
da func¸a˜o objectivo, f . Dito de outra forma, corresponde a encontrar
s∗ ∈ S tal que f(s∗) ≤ f(s) (ou f(s∗) ≥ f(s)), ∀s ∈ S.
2.1.2.2 Diferentes abordagens de soluc¸a˜o
Os Algoritmos Exactos e os Algoritmos Aproximados sa˜o diferentes
abordagens na soluc¸a˜o de Problemas de Optimizac¸a˜o Combinato´ria. Se,
por um lado, os Exactos apresentam a vantagem de garantia de encon-
trar, em instaˆncias de tamanho finito, a soluc¸a˜o o´ptima, os Aproximados
na˜o apresentam essa garantia mas sa˜o, em contrapartida, mais ra´pidos
na obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es. Os Algoritmos Exactos podera˜o exigir um
“tempo computacional exponencial”.
No que se refere aos Algoritmos Aproximados, ha´ dois tipos de me´-
todos que sa˜o habitualmente considerados: os me´todos construtivos e os
me´todos de pesquisa local. Os primeiros sa˜o usados na obtenc¸a˜o de so-
luc¸o˜es iniciais, habitualmente, mais ra´pidos embora com piores soluc¸o˜es.
Os segundos usam as soluc¸o˜es iniciais tentando melhora´-las atendendo
a` definic¸a˜o de vizinhanc¸a pre´-estabelecida, Blum e Roli [2003].
Outro tipo de Algoritmos Aproximados sa˜o as conhecidas Meta-
heur´ısticas. A palavra resulta da unia˜o de duas palavras de origem
grega: “heur´ıstica”, a arte de descobrir novas estrate´gias para resolver
um problema e o sufixo “meta” que significa uma metodologia de alto
n´ıvel. O termo “Meta-heur´ıstica” foi usado, pela primeira vez, por Fred
Glover, nos anos 80 do se´culo passado. Um tutorial pioneiro sobre algu-
mas das Meta-heur´ısticas mais comuns pode ser encontrado em Pirlot
[1996].
Diferentes Meta-heur´ısticas surgiram por inspirac¸a˜o do que se ob-
serva na natureza. Ha´ Meta-heur´ısticas que reflectem o comportamento
dos enxames de abelhas ou de formigas, bandos de aves ou de morcegos
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ou ate´ mesmo o comportamento do percurso dos rios ate´ ao mar ou das
ra´ızes das a´rvores na procura de a´gua. Mas tambe´m ha´ algoritmos que,
para ale´m da componente gene´tica, “mimetizam” o comportamento so-
cial na aprendizagem resultante do seguimento de um l´ıder ou algoritmos
que se inspiram nas leis gravitacionais ou na termodinaˆmica. O mundo
das Meta-heur´ısticas e´ de tal maneira fascinante que ate´ mesmo famo-
sos escritores, como Michael Crichton, no seu livro de ficc¸a˜o cient´ıfica
As Presas descreve, nestes termos, alguns conceitos relacionados com
“gene´tica e enxames”. Os Algoritmos Meme´ticos por serem abordados
posteriormente sera˜o apresentados de maneira um pouco mais detalhada
na Subsecc¸a˜o 2.1.2.4.
Nos u´ltimos anos, teˆm surgido diferentes trabalhos que procuram
juntar, articular, as duas vertentes Exacta e Aproximada. Puchinger e
Raidl [2005] apresentam uma taxonomia da forma de combinar Algo-
ritmos Exactos com Meta-heur´ısticas. Estes autores consideram, num
primeiro n´ıvel, dois grandes grupos de combinac¸o˜es entre as duas abor-
dagens:
• combinac¸a˜o colaborativa - ha´ troca de informac¸a˜o entre os dois
tipos de algoritmos sem que um se torne parte integrante de outro;
• combinac¸a˜o integradora - ha´ um algoritmo que e´ dominante
(que tanto pode ser o exacto como a meta-heur´ıstica) e o outro
que lhe e´ subordinado, fazendo parte integrante do primeiro.
Combinac¸a˜o colaborativa
Dentro das combinac¸o˜es colaborativas, sa˜o consideradas duas possibili-
dades distintas. Sem que um algoritmo seja dominante em relac¸a˜o ao
outro, a execuc¸a˜o de ambos podera´ ser sequencial ou enta˜o de forma
paralela ou entrelac¸ada.
Combinac¸a˜o integradora
Tambe´m aqui sa˜o descritas duas situac¸o˜es distintas. Os algoritmos exac-
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tos podem ser integrados nas meta-heur´ısticas ou, pelo contra´rio, as
meta-heur´ısticas podera˜o ser integradas nos algoritmos exactos.
Qualquer uma destas combinac¸o˜es aparece descrita em Puchinger e
Raidl [2005]. Os autores apresentam igualmente, um nu´mero significa-
tivo de exemplos, das diferentes abordagens aludidas na literatura.
A combinac¸a˜o de te´cnicas, hibridizac¸a˜o, tem sido pra´tica comum ao
longo dos u´ltimos anos especialmente no campo das meta-heur´ısticas,
Maniezzo et al. [2010] e Talbi [2013]. Mais recentemente, surgiu um tipo
de hibridizac¸a˜o espec´ıfica entre me´todos exactos e (meta)heur´ısticas a
que se deu o nome de Mate-heur´ısticas, Maniezzo et al. [2010] e Salassa
[2011].
A produc¸a˜o cient´ıfica tem crescido nos u´ltimos anos em torno desta
tema´tica reflectindo-se no aumentado o nu´mero de encontros interna-
cionais como o International Workshop on Hybrid Meta-heuristics que
em Junho de 2014 contara´ com a sua 9a edic¸a˜o ou o Matheuristics -
International workshop on model based metaheuristics que se realiza de
dois em dois anos.
Numa outra vertente, em Ferreira [2013], tambe´m e´ investigada e
sugerida a utilizac¸a˜o de Multimetodologia em Meta-heur´ısticas, em par-
ticular pela integrac¸a˜o de me´todos “soft” e “hard”.
O diagrama representado na Figura 2.11 procura organizar os prin-
cipais me´todos de optimizac¸a˜o combinato´ria e as suas ligac¸o˜es.
2.1.2.3 Complexidade computacional
O tema da complexidade computacional esta´ sempre associado aos
problemas de optimizac¸a˜o combinato´ria e a` sua resoluc¸a˜o. Um problema
diz-se pertencer a` classe P se existir um algoritmo que, em tempo poli-
nomial, o consiga resolver, em oposic¸a˜o a um problema na˜o-P. Existe, no
entanto, uma classe interme´dia de problemas, a classe NP (problemas
na˜o deterministas polinomiais) onde a soluc¸a˜o podera´ na˜o ser polinomial
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Figura 2.11: Principais Me´todos de Optimizac¸a˜o
mas onde a verificac¸a˜o de uma soluc¸a˜o e´ polinomial. Dentro dos proble-
mas NP existe uma classe de problemas os NP-completos. Sendo que se
pode encontrar, em tempo polinomial, a soluc¸a˜o de qualquer problema
NP a partir da soluc¸a˜o de qualquer problema NP-Completo, Wiitala
[1987].
Muitos autores teˆm referido, ao longo dos u´ltimos anos, o facto de os
problemas com que trabalham pertencerem a` classe dos problemas NP-
Completos ou NP-dif´ıceis os conduzirem para resoluc¸o˜es por me´todos
aproximados. Mas nem todos os investigadores da˜o demasiada impor-
taˆncia, do ponto de vista pra´tico, a esta classificac¸a˜o dos problemas.
Por exemplo, Goulimis [2007] apresenta algumas razo˜es que o levam a
discordar de tal visa˜o. Entre as razo˜es apresentadas uma delas refere-
se ao facto de problemas conhecidos como NP-completos poderem ser
resolvidos ate´ a` optimalidade para instaˆncias de dimensa˜o elevada. O
autor refere que esta dimensa˜o ultrapassa as necessidades encontradas
em situac¸o˜es pra´ticas, apresentando como excepc¸a˜o a criptografia. Ou-
tra raza˜o prende-se com a questa˜o de base e que continua a ser, em pleno
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se´culo XXI, uma das grandes questo˜es matema´ticas ainda sem resposta:
P 6= NP?
2.1.2.4 Algoritmos Meme´ticos
“Um exe´rcito de ovelhas liderado por um lea˜o derrotaria um exe´rcito
de leo˜es liderado por uma ovelha.”
(Prove´rbio africano)
Os Algoritmos Meme´ticos (AM) sa˜o algoritmos do tipo populacional
por fazerem pesquisa numa populac¸a˜o de indiv´ıduos ao inve´s daqueles
que, em cada iterac¸a˜o, se limitam a pesquisar um indiv´ıduo da vizi-
nhanc¸a. Iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o, na˜o se constro´i uma u´nica trajecto´ria
de pesquisa mas uma “famı´lia de trajecto´rias” guiadas por um l´ıder.
O nome destes algoritmos foi motivado pela noc¸a˜o de meme e, como
se pode ler em The Selfish Gene, escrito por Richard Dawkins em 1990:
“Examples of memes are tunes, ideas, catch-phrases, clothes fashi-
ons, ways of making pots or of building arches. Just as genes pro-
pagate themselves in the gene pool by leaping from body to body via
sperms and eggs, so memes propagate themselves in the meme pool
by leaping from brain to brain via a process which, in the broad
sense, can been called imitation”.
A ideia que serve de base a este processo assenta em tentar incluir
algum conhecimento na resoluc¸a˜o de problemas. Aqui, trabalha-se com
o conceito de unidade de imitac¸a˜o que circula como transmissa˜o cultural,
da mesma forma que as pessoas trocam ideias.
Os AMs, ale´m da evoluc¸a˜o gene´tica, utilizam o conceito de evoluc¸a˜o
cultural. A informac¸a˜o na˜o necessita de ser transmitida por indiv´ıduos
da “mesma famı´lia” podendo passar entre quaisquer indiv´ıduos da po-
pulac¸a˜o. Por esta raza˜o, espera-se que seja transmitida de forma mais
32 Cap´ıtulo 2. Temas Fundamentais e Estado da Arte
ra´pida e flex´ıvel que a gene´tica. No essencial, os AMs podem ser inter-
pretados como uma estrate´gia de cooperac¸a˜o/competic¸a˜o dos agentes
optimizadores (Norman e Moscato [1989]). De uma forma geral, num
AM, um determinado nu´mero de indiv´ıduos distintos, dispostos numa
determinada topologia, competem e cooperam entre si durante o pro-
cesso de pesquisa. Moscato [1989] explica a situac¸a˜o da forma que se
segue. Dada uma representac¸a˜o para um problema de optimizac¸a˜o, um
certo nu´mero de indiv´ıduos e´ criado. Pode ser desenvolvida uma heur´ıs-
tica para inicializar a populac¸a˜o. Posteriormente, sobre cada indiv´ıduo
e´ feita pesquisa local. O mecanismo de pesquisa local pode levar a um
o´ptimo local (tendo em conta o custo da func¸a˜o objectivo) ou a melhorar
a soluc¸a˜o ate´ um n´ıvel pre´-determinado. Depois disto, cada indiv´ıduo
depois de atingir determinada maturidade, vai interagir com os outros
membros da populac¸a˜o. Esta interacc¸a˜o pode ser competitiva ou coo-
perativa. O comportamento cooperativo pode ser entendido como uma
troca de informac¸a˜o tal como o mecanismo de recombinac¸a˜o nos Algo-
ritmos Gene´ticos (AGs); ja´ o comportamento competitivo e´ semelhante
ao processo de selecc¸a˜o nos AGs.
Os AMs podem ser vistos como AGs com um operador de pesquisa
local que agrega informac¸a˜o meme´tica, ou seja, depois das fases de re-
combinac¸a˜o e mutac¸a˜o, e´ aplicada pesquisa local aos resultados.
Segundo Buriol et al. [1999] ha´ algumas caracter´ısticas que sa˜o es-
senciais e que uma boa implementac¸a˜o deve conter:
1. bons operadores de recombinac¸a˜o e mutac¸a˜o - inerente a qualquer
AG;
2. um algoritmo de pesquisa local ra´pido e efectivo;
3. uma populac¸a˜o estruturada hierarquicamente;
4. mecanismos de codificac¸a˜o e estrutura de dados.
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Mais desenvolvimentos sobre AMs podem ser encontrados em Rodri-
gues [2005].
Em Rodrigues e Ferreira [2012] e´ apresentada uma aplicac¸a˜o de AMs
a problemas de rotas em arcos particulares.
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2.2 Sectores
2.2.1 Introduc¸a˜o
De uma forma muito simples, pode dizer-se que os Problemas de Sec-
torizac¸a˜o (PS) aparecem relacionados com situac¸o˜es onde, perante uma
grande regia˜o, se pretende dividi-la em regio˜es mais pequenas que respei-
tem algumas condic¸o˜es espec´ıficas. Olhando para a Teoria de Conjuntos,
pode dizer-se que, geralmente, uma Sectorizac¸a˜o corresponde a uma par-
tic¸a˜o dum conjunto. Ou seja, perante um conjunto A, pretende-se obter
k subconjuntos Ai 6= ∅, i = 1, ..., k, que obedec¸am a`s seguintes condic¸o˜es:
• Se i 6= j enta˜o Ai
⋂
Aj = ∅;
•
⋃
i
Ai = A.
Os PS aparecem, na literatura, relacionados com um vasto leque de
aplicac¸o˜es. Ha´ Sectorizac¸a˜o relacionada com diviso˜es pol´ıticas de regio˜es,
Hess et al. [1965], mas tambe´m ha´ PS associados a problemas diversos
como o da definic¸a˜o de territo´rio de vendas, Hess e Samuels [1971], ou a`
tarefa de espalhar o sal, Muyldermans et al. [2002a] ou ainda na divisa˜o
de territo´rios para posterior recolha de res´ıduos so´lidos urbanos, Nunes
[2009].
Nos PS ha´, de uma maneira geral, treˆs caracter´ısticas fundamen-
tais que, sendo quase transversais a` sua aplicac¸a˜o, importa preservar na
construc¸a˜o dos sectores. Sa˜o elas:
1. Equil´ıbrio - necessidade que as partes apresentem ideˆnticas pro-
porc¸o˜es do todo;
2. Compacidade - convenieˆncia que os sectores apresentem formas
regulares como c´ırculos ou quadrados evitando “tenta´culos” ou for-
mas em boomerang ou em “U”;
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3. Contiguidade - a adjaceˆncia entre os elementos de cada sector
formando, cada um, um u´nico “corpo”, evitando que um sector se
“parta” em pequenas porc¸o˜es.
No que diz respeito a` revisa˜o da literatura, as teses de Doutoramento
de Muyldermans [2003] e, mais recentemente, Nunes [2009], apresentam-
se como excelentes refereˆncias.
2.2.2 Histo´ria e enquadramento
A divisa˜o de um territo´rio, so´ por si, tem sido preocupac¸a˜o da Hu-
manidade desde tempos long´ınquos.
Figura 2.12: Mapa do Tratado
de Tordesilhas
Talvez a maior divisa˜o territorial e
mais antiga de que ha´ memo´ria tenha
sido a obtida pelo Tratado de Tordesi-
lhas, assinado em 1494 por Portugal e
Castela, ver Figura 2.12. As descober-
tas de Colombo e, em parte, a “neces-
sidade de diferenciar, em termos espa-
ciais, a expedic¸a˜o de Colombo das dos
Portugueses” (Fonseca [2005]) serviram
de mote a esta divisa˜o. O mundo, em-
bora na˜o conhecido na sua totalidade,
foi divido em duas partes. Uma linha
imagina´ria que passava a 370 le´guas a
Oeste do Arquipe´lago de Cabo Verde,
dividia o globo. A Portugal pertenceriam as terras a Este dessa linha
como se pode constatar a seguir:
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“[...] que se fac¸a e assine pelo dito mar oceano uma raia ou
linha direita de po´lo a po´lo, a saber, do po´lo a´rtico ao po´lo
anta´rtico, que e´ de norte a sul. A qual raia ou linha se haja
de dar e deˆ direita, como dito e´, a 370 le´guas das ilhas de
Cabo Verde para a parte do poente [...].”
[In Tratado de Tordesilhas, 1494 (Fonseca [2005])]
Figura 2.13: Mapa “actual” do Tra-
tado de Tordesilhas
O objectivo desta partic¸a˜o do
globo em duas partes promovia o
al´ıvio de alguma tensa˜o entre as
partes envolvidas. Com o conhe-
cimento que existe, na actualidade
sobre a geografia terrestre, a divi-
sa˜o seria a apresentada na Figura
2.13. Curiosamente e olhando
para as caracter´ısticas anterior-
mente enumeradas, os dois “sec-
tores” assim obtidos apresentam
boas propriedades ao n´ıvel da compacidade e da contiguidade. Rela-
tivamente ao equil´ıbrio, entendido como descrito na pa´gina 34, e a` luz
do Se´culo XV, nada se pode afirmar pois, no momento da assinatura
deste tratado, e como ja´ foi referido, tratava-se, em parte, de uma “di-
visa˜o do desconhecido”.
Figura 2.14: El-
bridge Gerry
Outro caso conhecido da Histo´ria relata a redefi-
nic¸a˜o de distritos com o intuito de obtenc¸a˜o de van-
tagem eleitoral. Em 1812, Elbridge Gerry (retratado
na Figura 2.14), governador de Massachusetts, um
democrata-republicano, para obter vantagem pol´ı-
tica e assim tentar vencer as eleic¸o˜es teve apoio po-
l´ıtico na formac¸a˜o dos distritos.
A Figura 2.15, um cartoon da e´poca, retrata um
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dos distritos Massachusetts com forma de abutre que espelha a reacc¸a˜o,
por parte dos federalistas (opositores a Elbridge Gerry), a`s eleic¸o˜es.
Figura 2.15: Cartoon da e´poca que retrata um distrito em Massachusetts
A semelhanc¸a do mapa obtido com a forma de uma salamandra,
em ingleˆs salamander, fez surgir a expressa˜o Gerrymandering (Gerry
+ [sala]mander+ ing) que, ainda hoje, e´ usada quando se verifica a
manipulac¸a˜o na divisa˜o do territo´rio. Na maioria dos casos, este termo
esta´ associado a uma conotac¸a˜o negativa.
Na˜o sendo novo o acto de “partir” uma regia˜o em regio˜es mais pe-
quenas (sectores), o problema aparece descrito, pela primeira vez, na
literatura, ligado a` divisa˜o de um territo´rio segundo “pol´ıticas distritais”
em Hess et al. [1965].
2.2.3 Aplicac¸o˜es e me´todos de soluc¸o˜es
Os PS surgem, na literatura, relacionados com um grande nu´mero
de aplicac¸o˜es pra´ticas. Ha´ Sectorizac¸a˜o em questo˜es puramente admi-
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nistrativas, comerciais e ate´ mesmo na a´rea dos servic¸os, Figura 2.16.
Figura 2.16: Aplicac¸o˜es de Problemas de Sectorizac¸a˜o
A agregac¸a˜o de dados em sectores (sectorizac¸a˜o) e a formac¸a˜o de
clusters (clustering) parecem ser nomes diferentes para a mesma acc¸a˜o:
ambos se centram no acto de “agrupar” elementos de um conjunto em
subconjuntos. No entanto, os paradigmas nos quais assentam sa˜o bem
diferentes. Ao agrupar os dados em clustering pretende-se que, por
um lado, a semelhanc¸a entre elementos do mesmo grupo seja grande
mas, por outro lado, que as dissemelhanc¸as entre grupos seja o maior
poss´ıvel. Ao que ja´ foi referido sobre as caracter´ısticas dos sectores
faz sentido acrescentar que, enquanto os clusters se preocupam com
a homogeneidade dentro do grupo, a sectorizac¸a˜o preocupa-se com a
homogeneidade entre grupos, Kalcsics et al. [2005].
De uma forma muito sucinta, e seguindo a linha descrita em Tavares-
Pereira et al. [2007], pode dizer-se que as abordagens de resoluc¸a˜o a um
PS classificam-se de acordo com o esquema apresentado na Figura 2.17.
Segundo Pereira et al. [2009], ao longo das u´ltimas de´cadas foram
muitos os investigadores que desenvolveram modelos, implementaram
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Figura 2.17: Diferentes abordagens num Problema de Sectorizac¸a˜o
algoritmos e constru´ıram soluc¸o˜es para o PS. Sem uma aplicac¸a˜o espe-
c´ıfica, nesse mesmo artigo, os autores propo˜em treˆs medidas na com-
parac¸a˜o (compatibilidade, inclusa˜o e distaˆncia) entre diferentes diviso˜es
dum mesmo “territo´rio” definido como grafo conexo, planar e na˜o direc-
cionado.
Em Kalcsics et al. [2005] e´ apresentada uma revisa˜o da literatura
existente ate´ a` data em aplicac¸o˜es de desenho territorial e soluc¸o˜es suge-
ridas para esses mesmos problemas. O problema de sectorizac¸a˜o aparece
resolvido de forma gene´rica por duas heur´ısticas: a primeira baseada no
princ´ıpio de localizac¸a˜o-alocac¸a˜o e uma outra baseada em me´todos geo-
me´tricos.
Seguidamente, sera˜o referidas, sucintamente, algumas das aplicac¸o˜es
dos PS. Na Tabela 2.5 sera˜o apresentadas, as listagens das refereˆncias
mais relevantes, distribu´ıdas pelas diferentes a´reas dos PS aqui con-
sideradas. Neste aˆmbito salienta-se o trabalho desenvolvido por Ana
Catarina Nunes na sua tese de Doutoramento, Nunes [2009].
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2.2.3.1 Sectorizac¸a˜o na a´rea administrativa
Definic¸a˜o de distritos pol´ıticos
Este tipo de sectorizac¸a˜o ocorre, muitas vezes, pela necessidade de esta-
belecer assembleias cujos elementos sa˜o eleitos pelos cidada˜os eleitores
das diferentes regio˜es. Sa˜o va´rios os artigos dispon´ıveis na literatura que
reflectem esta necessidade.
Na formac¸a˜o dos distritos pol´ıticos, Hess et al. [1965] referem preo-
cupac¸o˜es relacionadas com a contiguidade (cada distrito deveria ser for-
mado por uma u´nica parcela da terra), com a compacidade (os sectores
deveriam apresentar-se como compactos, a que os autores apelidam de
consolidados como contra´rio de dispersos) e com a equidade populacional
(o nu´mero de votantes por distrito deveria ser semelhante). As mesmas
caracter´ısticas sa˜o mencionadas em Garfinkel e Nemhauser [1970] e tidas
em considerac¸a˜o em duas fases distintas.
No entanto, estes na˜o sa˜o os u´nicos crite´rios a ter em conta nesta di-
visa˜o territorial. Bozkaya et al. [2003] juntam outros como, por exemplo,
o respeito pelas fronteiras naturais, pela homogeneidade so´cio-econo´mica
ou pela integridade das comunidades evitando que uma mesma comuni-
dade fique dividida por diferentes distritos.
Em Coate e Knight [2007] estabelece-se uma relac¸a˜o o´ptima entre
os assentos parlamentares e os votos, definida por uma curva. Os auto-
res apresentam uma metodologia emp´ırica que aplicam para analisar os
distritos formados em eleic¸o˜es dos anos 90 do se´culo passado.
As abordagens a esta problema´tica sa˜o diversas na literatura. Por
exemplo, Mehrotra et al. [1998] recorrem a uma heur´ıstica de gerac¸a˜o
de colunas, enquanto me´todos ligados a f´ısica estat´ıstica sa˜o aplicados
em Chou e Li [2006] e em Chou e Li [2007]. Tambe´m conhecidas meta-
heur´ısticas como a Pesquisa Tabu (Bozkaya et al. [2003]) ou os Algo-
ritmos Gene´ticos (Bac¸a˜o et al. [2005]) constam da lista dos me´todos
utilizados para lidar com a problema´tica da definic¸a˜o de distritos pol´ı-
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ticos.
Kalcsics et al. [2005] apresentam caracter´ısticas transversais aos pro-
blemas de definic¸a˜o de distritos pol´ıticos que aparecem descritas na li-
teratura. Segundo estes, os crite´rios que teˆm sido considerados em pro-
blemas do ge´nero giram em torno de treˆs situac¸o˜es distintas, nomeada-
mente representam crite´rios de cariz pol´ıtico, demogra´ficos e geogra´ficos,
ver Figura 2.18.
Figura 2.18: Crite´rios mais comuns na definic¸a˜o de distritos pol´ıticos
Crite´rios de ordem demogra´fica envolvem situac¸o˜es relacionadas com
equidade entre sectores evitando que um voto de um cidada˜o possa ter
mais “poder” do que o de outro so´ por se encontrarem em diferentes
distritos. Ainda a salientar, dentro dos crite´rios demogra´ficos, a im-
portaˆncia de as minorias estarem representadas. Nos crite´rios geogra´-
ficos sa˜o tomadas caracter´ısticas como a compacidade, a contiguidade
ou a proximidade com distritos eleitorais pre´-existentes. Estes incluem
ainda obsta´culos topogra´ficos como montanhas ou grandes quantidades
de a´gua. Por u´ltimo, os crite´rios pol´ıticos. A este n´ıvel e´ considerada
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a homogeneidade so´cio-econo´mica entre os distritos para garantir uma
melhor representac¸a˜o de residentes que partilham um mesmo ponto de
vista.
Grilli di Cortona et al. [1999] apresenta-se como uma boa refereˆncia
sobre o tema sendo, como tal, referido por diversos autores.
Definic¸a˜o de regio˜es em cuidados de sau´de e servic¸os de ur-
geˆncia me´dica
Em cuidados de sau´de interessa dividir determinada regia˜o em zonas
mais pequenas de maneira a assegurar, a` populac¸a˜o em causa, uma di-
visa˜o equilibrada pelos recursos existentes. Questo˜es relacionadas com
a procura e a capacidade de resposta dos hospitais, medidas em termos
do nu´mero de camas de hospital, sa˜o tidas em conta em Pezzella et al.
[1981].
Cockings e Martin [2005] referem a grande influeˆncia, em estudos
ambientais e de sau´de, do design das a´reas geogra´ficas quando conside-
radas como unidades de ana´lise. Estes autores concluem que um design
de zonas para ana´lise por agregac¸a˜o automa´tica podera´ ser muito mais
vantajoso do que as zonas usualmente definidas como as resultantes do
Census 1991.
Ainda no campo dos servic¸os de sau´de mas, desta vez, ligados aos cui-
dados de sau´de domicilia´ria, Benzarti et al. [2012] analisam, igualmente,
o problema da divisa˜o do territo´rio. A obtenc¸a˜o de sectores compactos,
balanceados em termos do nu´mero de profissionais de sau´de atribu´ıdos
e as distaˆncias percorridas por estes ate´ aos pacientes sa˜o, neste artigo,
tidos como crite´rios.
O problema da “partic¸a˜o geogra´fica” em que a cada parte (formada
pela agregac¸a˜o de a´reas elementares indivis´ıveis) devera´ estar atribu´ıda
uma fonte de determinado servic¸o social e´ descrito por Minciardi et al.
[1981].
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Iannoni et al. [2009] aplicam um estudo a duas regio˜es do Brasil que
combina a decisa˜o da escolha da localizac¸a˜o de ambulaˆncias ao longo
de uma auto-estrada com a a´rea de cobertura (sector) associada a cada
ambulaˆncia. Pretende-se aqui minimizar o tempo de resposta das am-
bulaˆncias e combater o desequil´ıbrio de cobertura existente.
Definic¸a˜o de regio˜es de policiamento e servic¸os de emergeˆn-
cia a acidentes e inceˆndios
A sectorizac¸a˜o em servic¸os urbanos de emergeˆncia em inceˆndios e´ abor-
dada em Bertolazzi et al. [1977]. Os autores conseguem uma diminuic¸a˜o
do tempo despendido nos percursos efectuados pelo servic¸o de bombeiros
de Roma. Marianov and Fresard [2005] para o sistema prisional chileno,
propuseram um modelo para a localizac¸a˜o e o dimensionamento de um
determinado nu´mero de novas priso˜es. Assim, como a sectorizac¸a˜o das
priso˜es novas e antigas com o objectivo de minimizar o custo do sistema.
D’Amico et al. [2002] apresentam o problema de“redesenho”das fron-
teiras dos comandos policiais, considerando restric¸o˜es de contiguidade,
compacidade, convexidade e tamanho dos sectores formados. Restric¸o˜es
relacionadas com a qualidade do servic¸o, medida pelo tempo de resposta
dos servic¸os de emergeˆncia sa˜o tambe´m estudadas.
O problema do desenho de sectores e alocac¸a˜o de patrulhas mar´ıtimas
e´ modelado e resolvido em Lunday et al. [2012]. Os objectivos mencio-
nados neste artigo envolvem o equil´ıbrio entre sectores, a compacidade
avaliada em termos de extensa˜o do sector (medido pelo tempo por ser
dependente da velocidade da embarcac¸a˜o), o tempo que as embarcac¸o˜es
demoram entre os portos e suas a´reas de patrulha.
Tambe´m Geroliminis et al. [2011] tocam o problema da divisa˜o de
uma regia˜o em regio˜es mais pequenas num estudo sobre a resposta de
ve´ıculos de apoio a acidentes, como os reboques. Estes ve´ıculos sa˜o es-
trategicamente distribu´ıdos pela rede de estradas. O objectivo passa,
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numa primeira fase, pela partic¸a˜o da a´rea em estudo e determinac¸a˜o,
em paralelo, do nu´mero de unidades mo´veis necessa´rio para so´ depois,
numa segunda fase, decidir sobre a localizac¸a˜o dessas unidades em cada
sub-regia˜o.
Definic¸a˜o de regio˜es escolares
A sectorizac¸a˜o, vista em ambiente escolar, pode ser entendida como o
agrupamento de pequenas regio˜es geogra´ficas em grupos ou sectores de
maneira a minimizar alguma distaˆncia ou custo com algumas imposic¸o˜es
adicionais. Os modelos apresentados teˆm duas caracter´ısticas comuns:
as regio˜es onde os alunos vivem devem ter escolas atribu´ıdas e as ca-
pacidades das escolas na˜o podem ser ultrapassadas, Caro et al. [2004].
Os objectivos, nos diferentes modelos apresentados, passam pela mini-
mizac¸a˜o das distaˆncias entre as resideˆncias e as escolas mas tambe´m ha´
casos em que factores como o equil´ıbrio racial sa˜o tidos em considerac¸a˜o.
Ferland e Gue´nette [1990] apresentam um sistema de apoio a` decisa˜o
usado para ajudar a administrac¸a˜o escolar na “divisa˜o” das crianc¸as pe-
las diferentes escolas. Schoepfle e Church [1991] formulam um modelo
de programac¸a˜o linear para a sectorizac¸a˜o que minimiza as distaˆncias
percorridas por todos os alunos ate´ a`s respectivas escolas. As escolas,
por seu turno, dispo˜em de capacidade limitada para o nu´mero de alunos
(como habitualmente) impondo igualmente caracter´ısticas relacionadas
com o equil´ıbrio racial, Caro et al. [2004].
Takashi e Yukio [2003] propo˜em um me´todo de sectorizac¸a˜o em am-
biente escolar usando sistemas de informac¸a˜o geogra´fica. As restric¸o˜es
incluem medidas como: o nu´mero de escolas; a distaˆncia ma´xima en-
tre estudantes e escolas e o nu´mero ma´ximo de alunos que atravessam
arte´rias principais no percurso ate´ a` escola.
Um sistema de apoio a` decisa˜o e´ descrito em Armstrong et al. [1993].
Este sistema permite que a administrac¸a˜o escolar possa analisar poss´ıveis
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reagrupamentos e o desenvolvimento de novas soluc¸o˜es.
Caro et al. [2004] apresentam uma boa revisa˜o da literatura, ate´ a`
data. Os mesmos autores referem algumas propriedades a que, segundo
eles, uma “boa” sectorizac¸a˜o escolar devera´ obedecer.
2.2.3.2 Sectorizac¸a˜o na a´rea dos servic¸os
Distribuic¸a˜o de energia ele´ctrica
A passagem do mercado regulado, uma situac¸a˜o de monopo´lio para o
mercado livre, tem ocorrido em muitos pa´ıses no que diz respeito a` dis-
tribuic¸a˜o de electricidade. Em Bergey et al. [2003a] e Bergey et al.
[2003b] e´ apresentado, neste contexto, o problema da sectorizac¸a˜o com
aplicac¸a˜o a` Repu´blica do Gana. A ideia aqui subjacente passa por dividir
o territo´rio em unidades operacionais consistentes com um apropriado
desenho de mercado (Bergey et al. [2003a]). Segundo os mesmos autores,
uma segmentac¸a˜o “o´ptima” dara´, a`s unidades ba´sicas de nego´cio (secto-
res), uma igual oportunidade de se tornarem renta´veis e atractivas quer
para investidores, quer para consumidores. Na avaliac¸a˜o dos sectores,
factores como equil´ıbrio e compacidade sa˜o tidos como objectivo.
Recolha de Res´ıduos So´lidos
A questa˜o da recolha de res´ıduos e´ tema do artigo apresentado por Male
e Liebman [1978]. Neste trabalho, os autores apresentam uma situa-
c¸a˜o onde ruas, sem restric¸o˜es de sentido, sa˜o agrupadas em sectores. A
quantidade de res´ıduo a recolher em cada sector na˜o devera´ ultrapassar
a capacidade do ve´ıculo. O objectivo passa por minimizar o custo total
associado a` travessia de ruas revisitadas ou ruas onde a recolha na˜o e´
requerida. Hanafi et al. [1999] apresentam um problema se sectorizac¸a˜o
em que o objectivo e´ o de dividir, numa primeira fase, uma determinada
regia˜o num nu´mero pre´-determinado de sectores. Depois de obtidos, em
cada um sa˜o constru´ıdas rotas dos ve´ıculos colectores. Pretende-se que os
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tempos de recolha nos diferentes sectores seja equilibrado. O tempo des-
pendido em cada sector i devera´ estar contido no intervalo pre´-definido
[Tmin, Tmax] e o mais perto poss´ıvel de um valor“alvo”T
∗ ∈ [Tmin, Tmax].
Os autores apresentam ainda uma terceira func¸a˜o objectivo relacionada
com o nu´mero de componentes conexas em cada sector que devera´ ser
ta˜o pequeno quanto poss´ıvel. Moura˜o et al. [2009] propo˜em duas heu-
r´ıstica e uma heur´ıstica de melhor inserc¸a˜o numa situac¸a˜o de recolha de
res´ıduos “porta-a-porta”.
Servic¸os de telefone
Em Segal e Weinberger [1977], com intuito de aumentar a motivac¸a˜o
entre os trabalhadores que efectuam a instalac¸a˜o e a reparac¸a˜o de te-
lefones, os autores sugerem uma divisa˜o do territo´rio em regio˜es mais
pequenas onde cada funciona´rio ficar totalmente responsa´vel por todos
os trabalhos dentro da regia˜o que lhe for atribu´ıda (ou turf ).
Operac¸o˜es de manutenc¸a˜o
Muitos dos artigos dispon´ıveis na literatura sobre sectorizac¸a˜o relacio-
nados com operac¸o˜es de manutenc¸a˜o referem-se a` situac¸a˜o particular da
limpeza de ruas por queda de neve.
A queda de neve, em algumas cidades, e´ de tal maneira intensa
que pode causar constrangimentos a`s populac¸o˜es, a diversos n´ıveis. Um
exemplo desses mesmos constrangimentos prende-se com a normal cir-
culac¸a˜o via´ria: a acumulac¸a˜o de neve nas estradas impede a habitual
circulac¸a˜o dos ve´ıculos.
Os custos relacionados com a limpeza e transporte da neve para
depo´sitos sa˜o responsa´veis pelo aumento dos custos relacionados com a
manutenc¸a˜o durante os meses de mais frio, em regio˜es mais fustigadas
por Invernos mais rigorosos. Este tema foi ja´ abordado por um grupo
significativo de autores.
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Salazar-Aguilar et al. [2012] introduzem um problema de rotas em
arcos para operac¸o˜es de limpeza de neve onde e´ considerada a sincro-
nizac¸a˜o de ve´ıculos em estradas com duas ou mais faixas na mesma
direcc¸a˜o. Uma formulac¸a˜o de Programac¸a˜o Linear Inteira Mista e´ apre-
sentada bem como uma heur´ıstica. Sa˜o testadas instaˆncias artificiais
mas tambe´m e´ apresentada uma aplicac¸a˜o real baseada na cidade de Di-
eppe, no Canada´. A manutenc¸a˜o de estradas, durante o Inverno, ligada
na˜o so´ a` limpeza de neve mas tambe´m ao acto de espalhar sal, e´ descrita
como aplicac¸a˜o em muitos artigos. Ao longo de um “mega-artigo” com-
posto por quatro partes, Nathalie Perrier, Andre´ Langevin e James F.
Campbell descrevem modelos e algoritmos na manutenc¸a˜o de estradas.
Em Perrier et al. [2006a] e´ abordada a pol´ıtica de servic¸o e o problema
do design de sectores em operac¸o˜es ligadas aos actos de espalhar sal e de
limpeza das ruas. Ja´ a segunda parte, Perrier et al. [2006b], para ale´m
de incluir a partic¸a˜o da rede via´ria em sectores, engloba a localizac¸a˜o
dos pontos de descarga de neve, a alocac¸a˜o dos sectores a esses pontos
de descarga bem como a alocac¸a˜o dos sectores a companhias privadas
ou ageˆncias governamentais. Perrier et al. [2007c], o terceiro dos quatro
artigos, apresenta modelos de optimizac¸a˜o e algoritmos para a resolu-
c¸a˜o do problema das rotas dos ve´ıculos no que diz respeito ao acto de
espalhar o sal. O problema da localizac¸a˜o dos depo´sitos de ve´ıculos e
dos materiais e´ tambe´m referido neste u´ltimo artigo. Por u´ltimo, em
Perrier et al. [2007d], e´ apresentada uma lista exaustiva de modelos de
optimizac¸a˜o e metodologias usadas na soluc¸a˜o do problema de rotas de
ve´ıculos em situac¸o˜es relacionadas com operac¸o˜es de limpeza de neves.
Sa˜o igualmente revistos modelos de dimensionamento de frotas e pro-
blemas de reposic¸a˜o de frotas. Tambe´m em Muyldermans et al. [2002b]
o problema de espalhar sal na limpeza das estradas e´ tratado. Cada
sector conte´m um depo´sito com uma localizac¸a˜o pre´-definida de onde
deve partir e chegar todas as rotas do sector. Entre as caracter´ısticas
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que um “bom sector” deve ter, encontram-se: dar origem a “boas rotas”,
ser equilibrado, compacto e centrado em relac¸a˜o ao depo´sito. Os autores
apresentam uma aplicac¸a˜o real ao caso de Antue´rpia.
Labelle et al. [2002] tratam a questa˜o da remoc¸a˜o e deposic¸a˜o de
neve apresentando modelos e algoritmos eficientes para a partic¸a˜o de
uma cidade em sectores e para a atribuic¸a˜o de depo´sitos aos sectores. O
sistema desenvolvido foi aplicado a` cidade de Montreal.
Ainda em operac¸o˜es relacionadas com a manutenc¸a˜o de estradas, em
Perrier et al. [2008b] e´ apresentado um modelo e duas abordagens heu-
r´ısticas para a partic¸a˜o da rede via´ria e alocac¸a˜o dos sectores aos locais
de deposic¸a˜o de neve. Foram tidas em atenc¸a˜o questo˜es como: a conti-
guidade, o equil´ıbrio e a forma dos sectores.
2.2.3.3 Sectorizac¸a˜o na a´rea comercial
Definic¸a˜o de territo´rios de venda
Hess e Samuels [1971] apresentam algumas razo˜es que podera˜o levar
uma empresa a reformular as fronteiras das suas zonas de venda. Uma
das razo˜es prende-se com o aumento/diminuic¸a˜o do nu´mero de vendedo-
res. Mesmo na˜o havendo alterac¸a˜o no nu´mero de vendedores, a empresa
podera´ pretender uma maior cobertura do territo´rio. Mas ha´ outros ob-
jectivos para ale´m de uma boa cobertura do territo´rio. Sera´ deseja´vel
que os territo´rios gerados sejam equilibrados em termos da quantidade
de trabalho gerado e do potencial de venda. Permitindo o desiquil´ıbrio
entre sectores, os vendedores alocados a zonas com “menor potencial”
podera˜o ter prestac¸o˜es inferiores por falta de motivac¸a˜o levando a que
a empresa na˜o aproveite o potencial apresentado pelos seus vendedores.
A compacidade, medida pela soma dos quadrados das distaˆncias da uni-
dade geogra´fica “a` base” dos vendedores, e´ minimizada. Para ale´m do
equil´ıbrio entre as diferentes zonas, Hess e Samuels [1971] apresentam
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ainda uma caracter´ıstica muito importante neste tipo de sectorizac¸a˜o:
as zonas obtidas serem compactas. Zonas mais compactas evitam que os
vendedores percam demasiado tempo em viagens entre clientes concen-
trando o seu tempo nas vendas propriamente ditas. A alterac¸a˜o cons-
tante de fronteiras devera´ ser algo a evitar. E´ importante que o vendedor
conhec¸a bem a sua zona de trabalho (sector). Reformulac¸o˜es constantes
implicam custos acrescidos por inadaptac¸a˜o dos vendedores.
Easingwood [1973] aborda o tema da sectorizac¸a˜o no processo de
divisa˜o do territo´rio em zonas de venda. O objectivo passa por avaliar
os sectores - a qualidade dessas regio˜es e´ medida pelo equil´ıbrio entre as
diferentes zonas - e posterior ajuste das fronteiras de maneira a conseguir
uma maior uniformidade entre elas. Situac¸o˜es como os tempos de viagem
na˜o sa˜o tidas em considerac¸a˜o.
Em Shanker et al. [1975] e´ apresentada uma abordagem baseada
em partic¸a˜o de conjuntos no desenho dos sectores. Como resultado,
constroem uma matriz que especifica que vendedor atendera´ que pedido
e a frequeˆncia dos pedidos que maximiza o total das vendas em todos os
territo´rios.
Ja´ Zoltners e Sinha [1983] apresentam uma revisa˜o da literatura e
um modelo para o problema do desenho de zonas de vendas juntando
pequenas regio˜es em zonas de venda de maiores dimenso˜es.
Em Kalcsics et al. [2005] sa˜o listados alguns crite´rios que habitu-
almente sa˜o considerados em problemas de desenho de territo´rios de
vendas: crite´rios organizacionais, crite´rios geogra´ficos e, por fim, crite´-
rios relacionados com a actividade, ver Figura 2.19. Entre os crite´rios
organizacionais, o nu´mero de territo´rios e´ factor a ter em considerac¸a˜o,
quer quando se trata de um valor pre´-definido quer quando e´ ele pro´prio
um valor a encontrar. Tambe´m a agregac¸a˜o dos clientes em unidades
de a´rea ba´sicas, com maior ou menor agregac¸a˜o, pode ter influeˆncia na
reduc¸a˜o da complexidade do problema. Em alguma aplicac¸o˜es, ha´ a´reas
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ba´sicas que devera˜o estar associadas exclusivamente a determinados ter-
rito´rios. Como os vendedores teˆm que visitar, regularmente, os seus ter-
rito´rios de venda, as localizac¸o˜es dos escrito´rios ou das resideˆncias dos
vendedores sa˜o factores a ter em atenc¸a˜o no processo de desenho dos
territo´rios. Os crite´rios geogra´ficos envolvem, para ale´m das questo˜es
anteriormente descritas como contiguidade ou compacidade, a acessibi-
lidade. Consideram-se “boas acessibilidades” a existeˆncia, por exemplo,
de auto-estradas entre os territo´rios ou a facilidade de acesso a trans-
portes pu´blicos dentro dos territo´rios. No u´ltimo crite´rio considerado,
relacionado com actividade de venda propriamente dita, apresentam-se
questo˜es relacionadas com o equil´ıbrio entre sectores ao n´ıvel do trabalho
realizado pelos vendedores, medido pelo trabalho nas vendas ou pelos
tempos despendidos em viagens. A maximizac¸a˜o do lucro e´ ainda um
aspecto fundamental a ter em conta neste tipo de sectorizac¸a˜o.
Figura 2.19: Crite´rios mais comuns na definic¸a˜o de zonas de venda
Distribuic¸a˜o/Recolha de produtos
O problema da distribuic¸a˜o e recolha de encomendas aparece descrito
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em Gonza´lez-Ramı´rez et al. [2011]. Uma regia˜o e´ dividida em regio˜es
mais pequenas (sectores), cada uma das quais deve ser servida por um
ve´ıculo. O ve´ıculo deve partir de um local pre´-definido, o depo´sito. Os
objectivos estabelecidos por estes autores, passam por obter sectores
compactos e equilibrados em termos da quantidade de trabalho gerado.
E´ apresentado um modelo matema´tico bem como uma heur´ıstica, que
combina GRASP com Lista Tabu. Os testes computacionais sa˜o feitos
em instaˆncias inspiradas num caso real e em instaˆncias na˜o reais geradas
para fins comparativos.
Haugland et al. [2007] apresentam o problema da sectorizac¸a˜o em
situac¸o˜es relacionadas com o desenho de rotas em casos de procuras
estoca´sticas. A justificac¸a˜o da necessidade da partic¸a˜o e´ referida pela
importaˆncia dos condutores conheceram bem, na˜o so´ a regia˜o que lhes
e´ atribu´ıda mas tambe´m os clientes. Entrega de encomendas e de mo-
b´ılias enquadram-se dentro das poss´ıveis aplicac¸o˜es apresentadas pelos
autores. Numa primeira fase, as sub-regio˜es sa˜o definidas e so´ depois de
se concretizarem as procuras, numa fase determin´ıstica, e´ que as rotas
sa˜o planeadas.
2.2.4 Refereˆncias anotadas
Na Tabela 2.5 e´ apresentada uma listagem com algumas das princi-
pais refereˆncias e descric¸o˜es sucintas atendendo a` divisa˜o considerada da
sectorizac¸a˜o em diferentes a´reas. Alguns destes trabalhos sa˜o referenci-
ados por serem trabalhos pioneiros outros por serem muito citados.
Aplicac¸a˜o Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
A´rea Administrativa
Distritos Pol´ıticos - Programac¸a˜o matema´tica na formac¸a˜o de um nu´mero
fixo de distritos, quantidade de votantes entre valores pre´-
estabelecidos, compacidade dos sectores optimizada, sem ga-
rantia de contiguidade: Hess et al. [1965]
Continua.... . .
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Tabela 2.5 – Continuac¸a˜o
Aplicac¸a˜o Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
- Algoritmo com duas fases - 1a fase geradas soluc¸o˜es admis-
s´ıveis (contiguidade, compacidade e limite no equil´ıbrio) e 2a
fase encontrada cobertura que minimiza o desvio ma´ximo em
relac¸a˜o a` me´dia da populac¸a˜o em cada distrito: Garfinkel e
Nemhauser [1970]
- Pesquisa tabu e memo´ria adaptativa usadas numa so´ fun-
c¸a˜o multicrite´rio englobando contiguidade, equil´ıbrio, com-
pacidade e homegeneidade so´cio-econo´mica: Bozkaya et al.
[2003]
- Apresentac¸a˜o da curva seat-vote, medidos os ganhos de op-
timizac¸a˜o na formac¸a˜o dos distritos e aplicac¸a˜o a caso real:
Coate e Knight [2007]
- Problema modelizado como partic¸a˜o em um grafos e apre-
sentac¸a˜o de metodologia branch-and-price: Mehrotra et al.
[1998]
- Duas abordagens, uma de alocac¸a˜o local cla´ssica combinada
com te´cnicas de divisa˜o o´ptimas e outra baseada num me´todo
novo em geometria computacional:Kalcsics et al. [2005]
- Aplicados me´todos de f´ısica estat´ıstica: Chou e Li [2006],
Chou e Li [2007]
- Algoritmos Gene´ticos: Bac¸a˜o et al. [2005]
Cuidados de Sau´de e
urgeˆncia me´dica
- Metodologia em duas fases para alocac¸a˜o o´ptima dos servi-
c¸os de sau´de dispon´ıveis - 1afase determinac¸a˜o dos distritos
hospitalares tendo em conta procura e capacidade e 2a fase
agregac¸a˜o dos distritos hospitalares tendo em atenc¸a˜o os limi-
tes populacionais em cada distrito: Pezzella et al. [1981]
- Mostra-se utilidade de formar distritos, em estudos ligados
a` sau´de e ao ambiente, usando dados agregados automatica-
mente por me´todos de sectorizac¸a˜o em vez das habituais zonas
geogra´ficas: Cockings e Martin [2005]
Continua.... . .
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Tabela 2.5 – Continuac¸a˜o
Aplicac¸a˜o Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
- Modelo em programac¸a˜o inteira mista do problema relacio-
nado com os cuidados de sau´de domicilia´ria tendo em atenc¸a˜o
a indivisibilidade das unidades ba´sicas, compacidade, equil´ı-
brio entre os recursos humanos e compatibilidade e a minimi-
zac¸a˜o do tempo de viagem ate´ aos pacientes: Benzarti et al.
[2012]
- Duas heur´ısticas na obtenc¸a˜o de agregac¸o˜es elementares pre-
liminares e conjuntos fuzzy para classificar e ordenar as parti-
c¸o˜es obtidas: Minciardi et al. [1981]
- Incorporac¸a˜o do modelo hipercubo num algoritmo gene´tico
h´ıbrido na escolha das localizac¸o˜es de ambulaˆncias e nas suas
a´reas de cobertura nas auto-estradas de forma a minimizar
o tempo de resposta me´dio e o desequil´ıbrio de servic¸o entre
ambulaˆncias: Iannoni et al. [2009]
Policiamento e servic¸o
de emergeˆncia a aciden-
tes e inceˆndios
- Modelo matema´tico com varia´veis bina´rias, func¸a˜o objectivo
definida pelo tempo total dispendido na regia˜o (aplicac¸a˜o ao
servic¸o de bombeiros de Roma): Bertolazzi et al. [1977]
- Formulac¸a˜o em optimizac¸a˜o inteira mista num problema que
envolve localizac¸a˜o, capacidades e sectorizac¸a˜o de estabeleci-
mentos prisionais: Marianov and Fresard [2005]
- Sectorizac¸a˜o para a definic¸a˜o de fronteiras de comando po-
licial com restric¸o˜es de contiguidade, compacidade, convexi-
dade, tamanho e tempo de resposta a` chamada (qualidade
do servic¸o) com recurso simulated annealing: D’Amico et al.
[2002]
- Optimizac¸a˜o de uma func¸a˜o objectivo multi-crite´rio que mi-
nimiza uma combinac¸a˜o ponderada de medidas proporcionais
de navios entre portos de origem e sectores de patrulha, a
quantidade de trabalho em cada sector e a extensa˜o do sec-
tor. Contiguidade assegurada com programac¸a˜o inteira mista
e propostos 3 me´todos alternativos de soluc¸a˜o: Lunday et al.
[2012]
Continua.... . .
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Tabela 2.5 – Continuac¸a˜o
Aplicac¸a˜o Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
- Integrac¸a˜o de modelo hipercubo, um modelo de localizac¸a˜o
e algoritmos gene´ticos num problema de tempo de resposta
a acidentes e localizac¸a˜o de unidades de apoio (reboques e
ve´ıculo de reparac¸o˜es): Geroliminis et al. [2011]
Regio˜es Escolares - Sistema de apoio a` decisa˜o para administradores na definic¸a˜o
dos territo´rios escolares: Ferland e Gue´nette [1990]
- Modelo de fluxo com restric¸o˜es adicionais: Schoepfle e
Church [1991]
- Sistema de apoio a` decisa˜o espacial, utilizando um sistema
de informac¸a˜o geogra´fica com dados sobre a localizac¸a˜o das
resideˆncias dos estudantes e o mapa digital de estradas: Arms-
trong et al. [1993]
- Uso de sistema de informac¸a˜o geogra´fica em situac¸o˜es onde
sa˜o considerados diferentes n´ıveis de ensino, ou seja, qualquer
zona referente a uma escola de ensino ba´sico pertence a uma
zona de ensino secunda´rio: Takashi e Yukio [2003]
- Sistema de informac¸a˜o geogra´fica comercial com um modelo
de optimizac¸a˜o exacta: Caro et al. [2004]
A´rea dos Servic¸os
Distribuic¸a˜o Energia
Ele´ctrica
- Algoritmo h´ıbrido (SAGA - Simulated Annealing Genetic
Algorithm) na resoluc¸a˜o da formulac¸a˜o multi-crite´rio apresen-
tada: Bergey et al. [2003a]
- Modelo multi-crite´rio e algoritmo gene´tico que garante con-
tiguidade em todas as zonas: Bergey et al. [2003b]
Recolha de Res´ıduos
So´lidos
- Heur´ıstica para minimizar o custo total de travessia, ao
mesmo tempo sa˜o encontrados sectores e rotas: Male e Li-
ebman [1978]
- Nu´mero de sectores e´ fixo e a periodicidade de recolha conhe-
cida, modelo multi-objectivo em programac¸a˜o inteira (minimi-
zar o tempo de servic¸o, minimizar os desvios dos tempos de
servic¸o em relac¸a˜o a um valor refereˆncia e minimizar o nu´mero
de componentes conexas): Hanafi et al. [1999]
Continua.... . .
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Tabela 2.5 – Continuac¸a˜o
Aplicac¸a˜o Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
- Heur´ısticas em situac¸a˜o de recolha “porta-a-porta”, definic¸a˜o
num multigrafo misto e sa˜o propostas duas heur´ısticas (2 fa-
ses) e uma heur´ıstica de melhor inserc¸a˜o: Moura˜o et al. [2009]
Servic¸os de Telefones - Heur´ıstica que combina caminho mais curto, fluxo de custo
mı´nimo e te´cnicas de enumerac¸a˜o: Segal e Weinberger [1977]
Operac¸o˜es de Manuten-
c¸a˜o
- Modelos e algoritmos eficientes, baseados em sistemas de
apoio a` decisa˜o constru´ıdos em sistemas de informac¸a˜o geogra´-
fica, para a partic¸a˜o de uma cidade em sectores e atribuic¸a˜o
dos sectores a depo´sitos de neve: Labelle et al. [2002]
- Procedimento heur´ıstico usado em actividade ligada a espa-
lhar sal, partic¸a˜o da rede de estradas em pequenos ciclos que
depois sa˜o agregados em distritos em duas fases 1 - baseado
em “bin packing”, 2 - multi-crite´rio (compacidade, nu´mero de
ve´ıculos e equil´ıbrio): Muyldermans et al. [2002b]
- Revisa˜o de modelos de optimizac¸a˜o e de algoritmos de re-
soluc¸a˜o em desenho de sectores para actividades relacionadas
com a manutenc¸a˜o de estradas durante o Inverno (limpeza de
neves e empalhar qu´ımicos): Perrier et al. [2006a]
- Revisa˜o de modelos de optimizac¸a˜o e metodologias de re-
soluc¸a˜o para o desenho de sistemas de operac¸o˜es ligadas a
depo´sitos de neve (partic¸a˜o da regia˜o em sectores, localizac¸a˜o
dos depo´sitos, alocac¸a˜o dos sectores aos depo´sitos e alocac¸a˜o
dos sectores a companhias privadas ou pu´blicas): Perrier et al.
[2006b]
- Revisa˜o de modelos de optimizac¸a˜o e algoritmos de resolu-
c¸a˜o para rotas de ve´ıculos dedicados a espalhar qu´ımicos em
estradas e ainda modelos para a localizac¸a˜o de ve´ıculos e de
depo´sitos de materiais e atribuic¸a˜o das tripulac¸o˜es aos depo´-
sitos de ve´ıculos: Perrier et al. [2007c]
- Revisa˜o de modelos de optimizac¸a˜o e metodologias de reso-
luc¸a˜o para rotas de ve´ıculos de limpeza de neves e operac¸o˜es
de depo´sito de neves, tambe´m modelos para dimensionamento
de frotas: Perrier et al. [2007d]
Continua.... . .
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Tabela 2.5 – Continuac¸a˜o
Aplicac¸a˜o Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
- Modelo e duas heur´ısticas baseadas em optimizac¸a˜o matema´-
tica para a partic¸a˜o da rede de estradas em sectores e alocac¸a˜o
dos sectores aos centros de depo´sito de neve. Na construc¸a˜o
dos sectores sa˜o considerados contiguidade, equil´ıbrio, forma
e capacidade de recepc¸a˜o dos depo´sitos: Perrier et al. [2008b]
- Formulac¸a˜o (programac¸a˜o linear inteira mista) e heur´ıstica
em operac¸o˜es de limpeza de neve onde 2 ou mais faixas na
mesma direcc¸a˜o sa˜o limpas simultaneamente: Salazar-Aguilar
et al. [2012]
A´rea Comercial
Territo´rios de Venda - Modelo associa unidades geogra´ficas aos vendedores de ma-
neira que cada vendedor tenha igual actividade e a compaci-
dade seja minimizada, sem garantia de contiguidade: Hess e
Samuels [1971]
- Modelo de programac¸a˜o matema´tica e heur´ıstica que leva em
considerac¸a˜o a maximizac¸a˜o do lucro na questa˜o da definic¸a˜o
dos territo´rios de vendas, Lodish [1975]
- Algoritmo para determinar regio˜es com “equil´ıbrio de traba-
lho” onde na˜o foram inclu´ıdos os tempo de viagem que foram
implicitamente considerados iguais: Easingwood [1973]
- Modelo que considera a definic¸a˜o das fronteiras dos sectores e
a frequeˆncia dos pedidos com o intuito de maximizar os lucros:
Shanker et al. [1975]
- Modelos matema´ticos, relaxac¸a˜o lagrangeana, e´ conseguida
a contiguidade: Zoltners e Sinha [1983]
Distribuic¸a˜o/ Recolha
de Produtos
- Formulac¸a˜o matema´tica e heur´ıstica para resolver problema
com 2 objectivos, compacidade e equil´ıbrio de trabalho entre
os sectores: Gonza´lez-Ramı´rez et al. [2011]
- Desenho de sectores para rotas de ve´ıculos com procuras
estoca´sticas, uso de pesquisa tabu: Haugland et al. [2007]
Tabela 2.5: Sectorizac¸a˜o em diferentes a´reas
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2.3 Rotas
2.3.1 Introduc¸a˜o
Os problemas de rotas envolvem um vasto nu´mero de situac¸o˜es pra´ti-
cas e aparecem, frequentemente, na literatura, representados por grafos.
Estes problemas reflectem a necessidade de definir um “caminho”
que percorre todos ou parte dos ve´rtices e/ou arestas que formam esse
mesmo grafo. Algumas restric¸o˜es, mais ou menos complexas, podera˜o
ser adicionadas ao problema. Por exemplo, obrigar a que o caminho
obedec¸a a uma hierarquia pre´-estabelecida relativamente a` ordem de
passagem nos ve´rtices ou associar diferentes custos a`s arestas consoante
o sentido do percurso.
Os Problemas de Rotas Gerais (GRP - General Routing Problem)
envolvem situac¸o˜es em que e´ necessa´rio servir um determinado nu´mero
de ve´rtices e/ou arestas e o objectivo passa, geralmente, por cumprir
essas necessidades ao menor custo poss´ıvel. Mais formalmente, este pro-
blema, introduzido por Orloff [1974], envolve a pesquisa do percurso de
custo mı´nimo num grafo G = (V,E) onde um subconjunto de arestas
ER (ER ⊆ E) e um subconjunto de ve´rtices VR (VR ⊆ V ) sa˜o de pas-
sagem obrigato´ria. Este grupo enorme de problemas pode subdividir-se
em dois grupos mais “pequenos”: os Problemas de Rotas em No´s (NRP
- Node Routing Problem) e os Problemas de Rotas em Ligac¸o˜es (ARP
- Arc Routing Problem). Como o pro´prio nome indica, sempre que se
esta´ perante um problema que apresenta obrigatoriedade de passagem
num determinado grupo de ve´rtices do grafo que lhe corresponde, esta´-
se perante um NRP. Um exemplo bastante conhecido de um NRP e´
o Problema do Carteiro Viajante (TSP - Traveling Salesman Problem).
Situac¸a˜o retratada por um caixeiro viajante que, partindo de uma deter-
minada cidade C pretende visitar, com o menor custo, um determinado
nu´mero n de cidades (C1, C2, ..., Cn), regressando, no final, a` cidade de
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partida, C. No seu conjunto, estes problemas podem ser classificados
como direccionados (apenas com arcos), na˜o direccionados (apenas com
arestas) ou mistos (com arcos e arestas), ver Figura 2.20. Direccionados,
dirigidos ou orientados funcionam aqui como sino´nimos de um mesmo
conceito.
Figura 2.20: Problemas Gerais de Rotas
Quanto aos ARPs estes esta˜o relacionados com a determinac¸a˜o do
conjunto (ou subconjunto) de arestas num grafo G = (V,E) que apre-
sentam menor custo de “passagem”, onde V e´ o conjunto de ve´rtices e E
o conjunto de arestas. Este grafo podera´ ser na˜o direccionado, direccio-
nado (com arcos em vez de arestas) ou misto (com arcos e arestas). A
cada aresta, (i, j), i 6= j, esta´ associado um custo cij ≥ 0. Se (i, j) /∈ E
enta˜o toma-se cij = “ +∞”. Estes problemas aparecem numa grande
variedade de situac¸o˜es pra´ticas tais como entrega de correio, recolha de
res´ıduos urbanos, limpeza de ruas, remoc¸a˜o de neve das ruas, leitura
de contadores, distribuic¸a˜o de leite, definic¸a˜o de percursos de corte em
ambiente industrial, definic¸a˜o de rotas em autocarros escolares e mui-
tas outras. Corbera´n e Prins [2010] apresenta-se como uma excelente
refereˆncia.
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E´ importante referir que um NRP pode ser transformado num ARP e
um ARP pode, igualmente, ser transformado num NRP equivalente, As-
sad e Golden [1995]. Apesar de se tratar de um grupo muito importante
de problemas, os NRPs afastam-se do tema apresentado na presente
dissertac¸a˜o raza˜o pela qual sera˜o apenas pontualmente mencionados e
quando tal se justifique.
Um problema importante e muito conhecido no grupo dos ARPs e´
o Problema do Carteiro Rural (Rural Postman Problem - RPP). Este
problema consiste em encontrar o circuito mais “curto” num grafo que
atravessa cada uma das aresta requeridas, pelo menos, uma vez.
Diferentes abordagens na soluc¸a˜o do RPP aparecem descritas na li-
teratura. Me´todos exactos sa˜o propostos em artigos como Christofides
et al. [1981], Corbera´n e Sanchis [1994], Ghiani e Laporte [2000] ou Fer-
na´ndez et al. [2003]. Heur´ısticas construtivas sa˜o tambe´m frequentes tais
como as apresentadas em Frederickson [1979] e Pearn e Wu [1995]. Al-
gumas meta-heur´ısticas sa˜o propostas como Optimizac¸a˜o por Colo´nias
de Formigas em Lagana` et al. [2007] e Rodrigues e Ferreira [2012] com
Algoritmos Meme´ticos.
Na apresentac¸a˜o dos ARPs que se segue, usou-se como base de com-
parac¸a˜o esse mesmo problema, o RPP, pelas caracter´ısticas que apre-
senta, por poder ser encarado como caso mais geral de alguns ARPs e,
ao mesmo tempo, ser, ele pro´prio, caso particular de outros.
Ao longos das pro´ximas secc¸o˜es, para ale´m de serem apresentados
os trabalhos e autores mais relevantes numa revisa˜o de literatura, sa˜o
dadas a conhecer algumas caracter´ısticas e relac¸o˜es entre ARPs, dando
especial eˆnfase a uma poss´ıvel organizac¸a˜o e relac¸o˜es de hierarquia entre
os diferentes ARPs.
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2.3.2 O Problema do Carteiro Rural e outros Particulares
O Problema do Carteiro Rural (Rural Postman Problem - RPP) foi
originalmente apresentado em Orloff [1974] como:
“The problem of traversing each arc (at least once) in a required
subset of all the arcs of a network at minimum cost (...).”
Dado um grafo conexo G = (V,E) e um conjunto de arestas reque-
ridas ER ⊆ E, o RPP consiste em encontrar o circuito de custo mı´nimo
em G de tal maneira que toda a aresta em ER e´ percorrida pelo me-
nos uma vez. A matrix C = [cij ]i,j=1,...,n representa o custo associado
a` aresta (i, j) onde cii = 0,∀i ∈ {1, ..., n}, pela inexisteˆncia de lacetes.
Se (i, j) /∈ E enta˜o considera-se, como ja´ foi referido anteriormente, que
cij = ∞. O grafo em causa podera´ ser Direccionado (Directed RPP -
DRPP), Na˜o Direccionado (Undirected RPP - URPP) ou Misto (Mixed
RPP - MRPP). Uma boa introduc¸a˜o a este tema podera´ ser encontrada
em Eiselt et al. [1995b].
O Problema do Carteiro Chineˆs (Chinese Postman Problem - CPP) e´
um problema que apresenta algumas semelhanc¸as com o RPP. Trata-se,
efectivamente, de um caso particular deste u´ltimo: se ER = E, enta˜o o
RPP e´ reduzido ao CPP. Foi apresentado por Kwan Mei-Ko nos anos
60 do se´culo passado, na altura assistente de Matema´tica em Shandong
Normal University e funciona´rio nos correios. Enquanto tentava en-
contrar as rotas a efectuar pelos carteiros, este matema´tico descrevia a
seguinte situac¸a˜o (Mei-Ko [1962]):
“A mailman has to cover his assigned segment before returning
to the post office. The problem is to find the shortest walking
distance for the mailman.”
Kwan Mei-Ko definiu este problema com recurso a` teoria de grafos
da seguinte forma:
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“Given a connected graph on the plane, we are to draw a conti-
nuous graph (repetition permitted) from a given point and back,
minimizing the number of repeated arcs.”
Tal como o RPP, tambe´m aqui o grafo podera´ ser Na˜o Direccionado
(Undirected CPP - UCPP ou, simplesmente, CPP), Direccionado CPP
(Directed CPP - DCPP), ou Misto (Mixed CPP - MCPP), Eiselt et al.
[1995a]. DCPP e MCPP foram introduzidos por Edmonds e Johnson
[1973]. De salientar o facto de existirem algoritmos de tempo polinomial
para resolver o UCPP e o DCPP, sendo o MCPP um problema NP-
Dif´ıcil, Papadimitriou [1976].
Ha´ ainda variantes interessantes do CPP. Frederickson et al. [1978],
ao considerarem problemas de rotas com k-pessoas, afirmaram que quando
um u´nico vendedor na˜o consegue lidar com um territo´rio muito extenso,
sa˜o necessa´rios k vendedores que, colectivamente, visitara˜o cada rua den-
tro do territo´rio. Nesse mesmo artigo e´ apresentada uma heur´ıstica para
o k-CPP (k > 1). O k-CPP apresenta a vantagem de representar mais
correctamente algumas situac¸o˜es reais. Ainda outra variante do CPP e´ o
Min-Max k-CPP (MMk-CPP), tambe´m descrito em Frederickson et al.
[1978]. Este u´ltimo problema consiste em encontrar k circuitos (k > 1)
de tal maneira que cada uma das arestas e´ atravessada pelo menos uma
vez. O objectivo passa por minimizar o comprimento do maior dos k
percursos, Ahr e Reinelt [2006]. Cada circuito devera´ comec¸ar e terminar
num ve´rtice especial chamado depo´sito. O MMk-CPP e´ um problema
NP-Dif´ıcil.
O Problema do Transelevador (Stacker Crane Problem - SCP) e´ um
outro problema relacionado com o RPP e que, tal como o CPP, corres-
ponde a um caso particular, ou seja, perante determinadas condic¸o˜es o
RPP corresponde a um SCP. Frederickson et al. [1978] refere que este
problema foi introduzido por Rosenkrantz [1976]. O SCP e´ um MRPP
particular definido num grafo misto G = (V,A∪E), onde A e´ o conjunto
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dos arcos, ligac¸o˜es de passagem obrigato´ria e E o conjunto das arestas.
O objectivo e´ o de encontrar um circuito mais pequeno que inclua cada
um dos arcos, pelo menos, uma vez. Neste problema, cada arco repre-
senta um dado movimento efectuado por uma grua. Refereˆncias ao SCP
podem ser encontradas em Corbera´n et al. [2002], Frederickson et al.
[1978], Laporte [1997] e em Eiselt et al. [1995b].
O k-SCP e´ a versa˜o de k-ve´ıculos do SCP e que aparece definido em
Frederickson et al. [1978]. Tambe´m aqui o objectivo e´ o de minimizar o
comprimento do circuito mais longo.
A Figura 2.21 representa a relac¸a˜o de inclusa˜o entre o RPP e os seus
Problemas Particulares.
Figura 2.21: O RPP e os seus Problemas Particulares
No entanto, muitos sa˜o os ARPs que se relacionam com o RPP mas
que se apresentam como suas generalizac¸o˜es. No subcap´ıtulo seguinte
sa˜o apresentados tais problemas, agrupados de acordo com o mapa re-
presentado na Figura 2.22.
2.3.3 O Problema do Carteiro Rural e generalizac¸o˜es
Os ARPs relacionados com o RPP mas que se apresentam como ge-
neralizac¸o˜es, sera˜o agrupados, atendendo a`s suas caracter´ısticas, em 4
classes distintas: Ventosos, Capacitados, Hiera´rquicos e Outros Proble-
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Figura 2.22: O RPP e os seus Problemas Gerais e Particulares
mas, ver Figura 2.22. A u´ltima classe absorve um grupo de problemas
que apresentam caracter´ısticas muito espec´ıficas e que na˜o se enquadram
em qualquer uma das restantes 3 classes.
O que se apresentara´ nas pro´ximas secc¸o˜es e´ o resultado da reflexa˜o
sobre estes problemas quando levadas em considerac¸a˜o caracter´ısticas
gerais e relevantes apresentadas nas diferentes publicac¸o˜es.
Quer sejam particularizac¸o˜es quer sejam generalizac¸o˜es todos os pro-
blemas aqui apresentados podem ser considerados como ARPs relacio-
nados com o RPP.
2.3.3.1 Problemas Ventosos
Minieka [1979] introduziu os Problemas Ventosos (Windy Problems
- WP). Os WPs apresentam-se como uma classe de problemas onde, de-
pendendo do sentido em que o percurso e´ efectuado, o custo de atravessar
uma aresta pode ser diferente. Nesse artigo, o autor escreveu:
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“(...) when one direction might be with the wind and the other
against the wind or when fares are different depending on direc-
tion.”
Diferentes problemas “windy” podem ser encontrados na literatura.
O Problema do Carteiro Rural Ventoso (Windy RPP - WRPP) pode
ser descrito num grafo na˜o direccionado G = (V,E), onde ER (ER ⊂ E)
e´ o subconjunto de arestas requeridas, com dois custos diferentes na˜o
negativos associados a cada aresta e = (i, j) ∈ E consoante o sentido de
passagem, de i para j ou de j para i.
O objectivo e´ encontrar o circuito de custo mı´nimo atravessando cada
aresta obrigato´ria eR (eR ∈ ER), pelo menos, uma vez. Este problema
e´ uma generalizac¸a˜o do URPP, Benavent et al. [2003], Benavent et al.
[2005] e Benavent et al. [2007]. Se ER = E, enta˜o o WRPP reduz-
se ao Problema do Carteiro Chineˆs Ventoso (Windy Chineˆs Postman
Problem - WCPP), tambe´m este considerado uma generalizac¸a˜o do CPP.
Tal como em qualquer problema “windy” o custo de passagem depende
do sentido de passagem. O WCPP consiste em determinar um circuito
no grafo de menor custo, Eiselt et al. [1995a]. Todo o MCPP pode ser
transformado num WCPP, fazendo corresponder a cada aresta dois arcos
de sentidos opostos com o mesmo custo e a cada arco um outro arco de
sentido oposto com custo infinito.
Irnich [2005] define outro problema “windy”, o Problema do Carteiro
Rural Ventoso com servic¸o em Zigzag (Windy Rural Postman Problem
with Zigzag Service - WRPPZ). Sa˜o referidas aplicac¸o˜es reais em recolha
de res´ıduos e em servic¸o de entrega de correio. As ruas podera˜o requerer,
consoante o tipo de passagem, quatro tipos de servic¸o: uma direcc¸a˜o,
duas direcc¸o˜es, opc¸a˜o de servir ambos os lados de uma rua em zigzag e
ruas sem procura (na˜o requeridas).
Um problema “windy” mais geral surge descrito em Corbera´n et al.
[2006], o Problema Geral de Rotas Ventoso (Windy General Routing
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Problem - WGRP) definido num grafo conexo e na˜o direccionado, G =
(V,E), com um subconjunto ER ⊆ E de arestas requeridas e um subcon-
junto VR ⊆ V de ve´rtices requeridos. Cada aresta i, j ∈ E, dependendo
da direcc¸a˜o tem associados dois custos cij 6= cji. O objectivo deste pro-
blema passa por encontrar o percurso com menor custo que passa por
todos os elementos dos subconjuntos ER e VR.
Figura 2.23: Problema Geral de Rotas Ventoso
A Figura 2.23 identifica as relac¸o˜es do RPP no seio da famı´lia de
problemas “windy” aqui apresentados tendo as setas o sentido das par-
ticularizac¸o˜es para o geral.
Apesar de os NRPs na˜o serem o ponto central deste trabalho, como
ja´ foi mencionado anteriormente, pode dizer-se que o TSP Assime´trico
(Graphical Asymmetric Travelling Salesman Problem - GATSP) e´ a ver-
sa˜o “windy” do TSP, Corbera´n et al. [2005].
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2.3.3.2 Os Problemas Capacitados
Os problemas capacitados surgem da necessidade de introduzir res-
tric¸o˜es de capacidade aos circuitos de cada ve´ıculo ou carteiro.
O ARP Capacitado (Capacitated Arc Routing Problem - CARP)
pode ser definido num grafo G = (V,E), na˜o direccionado com um
subconjunto ER (ER ⊆ E) de arestas requeridas e um ve´rtice especial,
v0, a que, vulgarmente, se chama depo´sito. Uma procura de > 0 esta´
associada a cada aresta requerida e ∈ ER. Apresenta-se dispon´ıvel uma
frota de k ve´ıculos (na˜o necessariamente homoge´nea), cada um deles com
capacidade Qi > 0, i = 1, ..., n. O objectivo e´ encontrar o conjuntos de
rotas de custo mı´nimo para os ve´ıculos, partindo e voltando, no final, ao
depo´sito, de tal maneira que cada aresta requerida e´ servida exactamente
uma vez. Em cada rota, a soma das procuras das arestas servidas na˜o
pode ultrapassar a capacidade do ve´ıculo que lhe esta´ afecto, Letchford
e Oukil [2009], Longo et al. [2006]. O CARP, problema introduzido por
Golden e Wong [1981], e´ NP-Dif´ıcil do qual o RPP e´ tido como caso
particular. Este problema aparece muitas vezes na literatura ligado a`
definic¸a˜o de rotas em problemas de recolha de RSU. Em Moura˜o [1999]
e´ descrito um CARP com restric¸o˜es adicionais no tratamento de um
problema na a´rea da recolha de res´ıduos em Lisboa. Uma revisa˜o a esta
famı´lia de problemas pode ser consultada em Wøhlk [2008].
Tambe´m aqui se apresenta definido o correspondente Problema Chi-
neˆs, o Problema do Carteiro Chineˆs Capacitado (Capacitated Chinese
Postman Problem - CCPP) como caso particular do CARP onde as pro-
curas, em todas as arestas, sa˜o positivas, Eiselt et al. [1995b].
Muitos sa˜o os problemas descritos na literatura relacionados com o
CARP. Seguem-se alguns exemplos.
O CARP Perio´dico (Periodic CARP - PCARP), definido por La-
comme et al. [2002]. Este problema surge pela necessidade de atribuir
periodicidades na passagem pelas a`s arestas, em aplicac¸o˜es reais. Trata-
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se de uma extensa˜o do CARP para per´ıodos mu´ltiplos, Chu et al. [2006].
O objectivo final e´ o de minimizar a frota requerida e o custo total das
viagens no per´ıodo considerado.
O ARP envolvendo Localizac¸a˜o (Location ARP - LARP), inicialmente
chamado de Problema de Localizac¸a˜o em Rotas nos Arcos (Arc Oriented
Location Routing) de Levy e Bodin [1989], e´ outra extensa˜o do CARP.
Este problema lida, simultaneamente com deciso˜es de localizac¸a˜o (de
depo´sitos, por exemplo) e de rotas em arestas. Prins et al. [2006] re-
ferem aplicac¸o˜es na a´rea da distribuic¸a˜o de sistemas e Liu et al. [2008]
apresentam uma revisa˜o da literatura e sugesto˜es para pesquisa futura.
O CARP com Pontos de Recarga (CARP with Refill Points - CARP-
RP) e´ um LARP com dois tipos diferentes de ve´ıculos: os ve´ıculos de
servic¸o e os ve´ıculos de abastecimento. Estes u´ltimos podem encontrar
os ve´ıculos de servic¸o em qualquer local e reabasteceˆ-los. Amaya et al.
[2004] apresentam uma aplicac¸a˜o pra´tica para este problema: manuten-
c¸a˜o da rede de estradas, onde as marcas rodovia´rias teˆm de ser pintadas
ou repintadas todos os anos.
No CARP com Instalac¸o˜es Interme´dias (CARP with Intermediate Fa-
cilities - CARPIF), os ve´ıculos podem descarregar ou reabastecer em
instalac¸o˜es interme´dias as quais representam um subconjunto dos ve´ıcu-
los. Uma poss´ıvel aplicac¸a˜o e´ a recolha de res´ıduos com visitas a pontos
de descarga ou de incinerac¸a˜o. Uma situac¸a˜o equivalente e´ aquela onde
o ve´ıculo faz entregas em vez de recolhas e os ve´ıculos devem ser preen-
chidos para satisfazer a procura, Ghiani et al. [2001].
Ja´ nos ARP com Sectorizac¸a˜o (Sectoring ARP - SARP), a rede e´ divi-
dida num dado nu´mero k de sectores. O objectivo deste problema passa
por resolver k CARPs e minimizar a durac¸a˜o total das viagens em todos
os sectores, Moura˜o et al. [2009]. Aplicac¸o˜es especiais esta˜o associadas
a` recolha de res´ıduos so´lidos em grandes a´reas urbanas.
O CARP Estoca´stico (Stochastic CARP - SCARP) e´ a versa˜o estoca´s-
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tica do CARP onde as procuras nos arcos sa˜o aleato´rias, Fleury et al.
[2004]. Aplicac¸o˜es reais podem ser encontradas em recolha de res´ıduos.
O CARP com custos de servic¸o dependente do tempo (arc routing pro-
blem with capacity constraints and time-dependent service costs) e´ uma
outra variante do CARP onde os custos de servir alguns arcos esta´ de-
pendente do momento em que o servic¸o comec¸a, Tagmouti et al. [2007].
Sa˜o apresentadas aplicac¸o˜es relacionadas com o acto de espalhar sal em
estradas geladas onde o instante de in´ıcio e´ crucial.
Um outro CARP e´ o CARP Estendido (Extended CARP - ECARP),
Lacomme et al. [2004] que lida com extenso˜es como: multigrafos mistos
com arcos e arestas em ligac¸o˜es paralelas; custos de passagem inferiores
aos de recolha por ligac¸a˜o; viragens proibidas e viragens penalizadas e
um limite superior na durac¸a˜o de qualquer viagem.
O CARP com Procura Unita´ria (CARP with Unit Demand - CARPUD)
e´ um CARP particular onde todas as arestas requeridas apresentam pro-
cura unita´ria, Belenguer e Benavent [1998].
Lacomme et al. [2003] da˜o o exemplo das companhias de recolha de re-
s´ıduos que esta˜o interessadas em ambos: o equil´ıbrio das viagens e a
minimizac¸a˜o da durac¸a˜o total. Lacomme et al. [2006] apresentam uma
versa˜o bi-objectivo do CARP. O primeiro objectivo passa pela minimi-
zac¸a˜o da durac¸a˜o total das viagens e o segundo pela minimizac¸a˜o da
durac¸a˜o da viagem mais longa.
O mapa apresentado na Figura 2.24 incorpora um grupo significativo
de Problemas Capacitados. O Problema de Rotas de Ve´ıculos (Vehicle
Routing Problem - VRP) e´ a versa˜o “capacitada” do TSP tal como o
CARP e´ a versa˜o capacitada do RPP, Assad e Golden [1995].
Uma das abordagens ao CARP consiste na sua transformac¸a˜o num
VRP.
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Figura 2.24: Problemas de Rotas Gerais (GRP) e alguns Problemas Capaci-
tados
2.3.3.3 Problemas Hiera´rquicos
Os Problemas Hiera´rquicos compreendem condic¸o˜es relacionadas com
a ordem pela qual as arestas sa˜o atravessadas. Das aplicac¸o˜es t´ıpicas fa-
zem parte casos como a limpeza de neves, manutenc¸a˜o de estradas e
determinac¸a˜o de caminhos o´ptimos de corte por oxicorte, Cabral et al.
[2004] e Ghiani e Improta [2000]. Em Cabral et al. [2004], o servic¸o
hiera´rquico e´ apresentado como:
“(...) on a graph whose edges or arcs are partitioned into clusters
which induce a service hierarchy, i.e., all arcs or edges of cluster
Eh must be serviced before those of cluster Eh+1.”.
Os Problemas Hiera´rquicos aparecem relacionados com grafos direc-
cionados e na˜o direccionados.
O Problema do Carteiro Rural Hiera´rquico (Hierarchical Rural Post-
man Problem - HRPP) e´ uma generalizac¸a˜o do RPP. Como em qualquer
RPP, o conjunto das ligac¸o˜es dividem-se entre requeridas e na˜o requeri-
70 Cap´ıtulo 2. Temas Fundamentais e Estado da Arte
das, Perrier et al. [2006b].
O HRPP consiste em determinar a travessia de menor custo que co-
mec¸a e acaba no depo´sito onde o conjunto das arestas requeridas sa˜o
divididas em classes com diferentes perioridades. De acordo com essas
perioridades, algumas dessas classes devera˜o ser servidas antes de ou-
tras. No entanto, todas as arestas podem ser atravessadas, em vazio, em
qualquer momento, Perrier et al. [2006a].
Se o problema envolver a determinac¸a˜o de m rotas, resulta no HRPP
Mu´ltiplo (Multiple HRPP - m-HRPP), Perrier et al. [2006b]
Tal como o HRPP, por maioria de raza˜o, o m-HRPP e´ uma genera-
lizac¸a˜o do RPP (Figura 2.25).
O Problema do Carteiro Chineˆs Hiera´rquico (Hierarchical Chinese
Postman Problem - HCPP) foi introduzido por Dror et al. [1984]. Ghiani
e Improta [2000] descrevem dois tipos de relac¸o˜es de precedeˆncia. O
primeiro e´ linear, onde os p grupos (Ei, i = 1, ...p) representam a partic¸a˜o
do conjunto de arestas E, isto e´,
p⋃
i=1
Ei = E e Ei ∩ Ej = ∅ se i 6= j e
i, j = {1, 2, ..., p}; se En ≺ Em, todas as arestas de En, n = {1, ..., p− 1}
devera˜o ser servidas antes das arestas de Em,m = {2, ..., p} e m > n. A
segunda relac¸a˜o de precedeˆncia na˜o e´ ta˜o exigente: a travessia do grupo
Ei comec¸a antes do in´ıcio do grupo Ei+1 e termina antes do final da
travessia desse grupo.
Tambe´m aqui, se o problema e´ composto por m rotas denomina-se
HCPP Mu´ltiplo (Multiple HCPP - m-HCPP), Perrier et al. [2006b].
2.3.3.4 Outros problemas
Os problemas que se seguem sa˜o generalizac¸o˜es do RPP mas, pelas
caracter´ısticas que apresentam na˜o encaixam nas classes anteriormente
definidas.
O Problema do Carteiro Rural com Mu´ltiplos Ve´ıculos (Multiple
Vehicle Rural Postman Problem - m-RPP) e´ mencionado em Perrier
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Figura 2.25: Problemas hiera´rquicos
et al. [2006b]. O objectivo e´ o de desenhar rotas de ve´ıculos ao me-
nor custo total, onde cada rota comec¸a e acaba num ve´rtice espec´ıfico
(depo´sito). Cada arco requerido e´ servido por exactamente um ve´ıculo.
O Problema do Carteiro Rural Perio´dico (Periodic Rural Postman
Problem - PRPP), aplicado a` recolha de res´ıduos e varrimento de ruas,
e´ apresentado em Ghiani et al. [2005]. Em algumas situac¸o˜es pra´ticas,
as arestas requeridas teˆm necessidade de ser visitadas um determinado
nu´mero de vezes durante o per´ıodo de planificac¸a˜o de k dias. Depois
de se escolher uma combinac¸a˜o para os dias para cada aresta requerida,
uma rota RPP devera´ ser determinada para cada dia. Assim sendo, o
PdRPP generaliza o RPP por estender um u´nico per´ıodo a um horizonte
multi-per´ıodos.
O Problema do Carteiro com Mu´ltiplas Travessias Programadas (Sche-
duled Multiply Traversed Postman Problem - SMTPP), que pretende
minimizar o peso total dos circuitos, pode igualmente ser considerado
uma generalizac¸a˜o do RPP, Groves et al. [2005]. O SMTPP apresenta
duas caracter´ısticas importantes: a primeira e´ a de que cada aresta re-
querida devera´ ser atravessada um determinado nu´mero de vezes e a
segunda e´ a de que a passagem consecutiva numa aresta requerida de-
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vera´ ser espac¸ada no decorrer do circuito.
O Problema do Carteiro Rural Privatizado (Privatized Rural Post-
man Problem - PRPP), mencionado em Ara´oz et al. [2006], e´ definido
num grafo G = (V,E), sendo d ∈ V , um ve´rtice especial chamado depo´-
sito. A cada aresta e (e ∈ E) sa˜o atribu´ıdas duas func¸o˜es na˜o negativas
(b and c), em que be representa a func¸a˜o lucro e ce a func¸a˜o custo de
atravessar e. O objectivo do PRPP e´ o de encontrar um circuito em G,
passando por d, que maximize o valor de
∑
e∈C(be − tece), sendo te o
nu´mero de vezes que a aresta e e´ atravessada.
 
Figura 2.26: Travessia entre pontos interiores de arestas
O Problema de Travessia do Carteiro (Crossing Postman Problem -
XPP), introduzido por Garfinkel e Webb [1999], e´ mais uma generali-
zac¸a˜o do RPP. No XPP, e´ poss´ıvel mover de uma aresta para outra em
pontos que na˜o sa˜o os ve´rtices originais. A Figura 2.26 ilustra a situa-
c¸a˜o ao representar arestas entre 3 pontos que na˜o pertencem ao conjunto
dos ve´rtices originais. Os autores apresentam uma aplicac¸a˜o relacionada
com o corte de formas poligonais em materiais como tecido ou metal.
Uma situac¸a˜o semelhante e´ descrita em Hoeft e Palekar [1997] como
um NRP (Plate-Cutting TSP - P-TSP). Sa˜o apresentadas algumas situ-
ac¸o˜es de corte de pec¸as particulares entre as quais: - O corte devera´
ser feito pec¸a a pec¸a e devera´ ser iniciado e terminado num mesmo mas
qualquer ponto do seu per´ımetro; - a ferramenta de corte pode sair e
entrar do per´ımetro da pec¸a em algum dos pontos pre´-definidos, na˜o
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ha´ necessidade do corte completo e sequencial (corte intermitente) e -
as pec¸as podem ser cortadas de forma intermitente e, tal como no pri-
meiro caso, a ferramenta de corte pode entrar e sair da pec¸a em qualquer
ponto.
Moreira et al. [2007] apresentam o Problema do Carteiro Rural Di-
naˆmico (Dynamic Rural Postman Problem - DyRPP) que generaliza o
RPP por permitir modificac¸o˜es constantes no grafo. Os autores lidam
com a aplicac¸a˜o industrial de determinac¸a˜o do caminho de corte o´ptimo.
Durante o processo de corte o grafo tem a possibilidade de ir sofrendo
modificac¸o˜es por inclusa˜o de novas arestas ou por impossibilidade de
passagem noutras.
O Problema do Carteiro Rural com Localizac¸a˜o (Location Rural
Postman Problem - LRPP) e´ outra generalizac¸a˜o do RPP, que inclui
a localizac¸a˜o de depo´sitos ou outras instalac¸o˜es. O problema consiste
em determinar, simultaneamente, um conjunto de depo´sitos num grafo
e um caminho para cada depo´sito de tal maneira que os custos totais de
operac¸a˜o e recolha sa˜o minimizados. Ghiani e Laporte [1999] da˜o exem-
plos de aplicac¸o˜es tais como entrega de correio ou jornais, recolha de
res´ıduos onde as instalac¸o˜es podem ser os depo´sitos dos ve´ıculos, pontos
de transfereˆncia, locais de despejo, ou pontos de reabastecimento.
A Figura 2.27 apresenta as ja´ referidas generalizac¸o˜es do RPP que,
pelas suas caracter´ısticas, na˜o se enquadram em qualquer das 3 classes de
problemas previamente definidas: Ventosos, Capacitados e Hiera´rquicos.
2.3.4 Representac¸a˜o Multidimensional
Representac¸o˜es gra´ficas dos ARP relacionados com os RPP sa˜o apre-
sentadas nesta secc¸a˜o. Estas representac¸o˜es consistem num esquema
multidimensional e num mapa de relac¸o˜es entre problemas. Tendo em
conta a classificac¸a˜o proposta, o objectivo ajuda na visualizac¸a˜o de uma
poss´ıvel estruturac¸a˜o dos problemas ate´ aqui apresentados.
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Figura 2.27: “Outras” generalizac¸o˜es do RPP
Os ARPs (e tambe´m os GRPs) apresentados podem ser representa-
dos num esquema visual com 4 dimenso˜es. As 4 dimenso˜es em causa
sa˜o definidas por 4 vectores independentes associados com as classes dos
problemas anteriormente apresentados: Ventosos, Capacitados, Hiera´r-
quicos e “Outros”. O u´ltimo dos vectores encerra em si caracter´ısticas
mu´ltiplas como tipo de ligac¸a˜o, tipo de servic¸o, dimensa˜o da frota e o
objecto do servic¸o.
A t´ıtulo de exemplo, na Figura 2.28 esta˜o representados 4 problemas:
o WGRP, o MCARP, o HRPP e o DyRPP. Na representac¸a˜o proposta,
cada lado do hepta´gono podera´ ser interseptado, no ma´ximo, em um
ponto com excepc¸a˜o do lado a tracejado referente ao tipo de servic¸o.
Por exemplo, um problema pode ser, simultaneamente perio´dico e apre-
sentar servic¸o em zigzag. Esta representac¸a˜o na˜o impede a existeˆncia de
problemas que sejam, ao mesmo tempo, ventosos, capacitados e hiera´r-
quicos.
2.3.4.1 Um mapa de problemas
A Figura 2.29 e´ um mapa que agrupa os problemas ja´ mencionados
e que se relacionam em alguma medida com o problema usado como
central nesta classificac¸a˜o: o RPP. No centro do mapa encontra-se o RPP
2.3. Rotas 75
Figura 2.28: Representac¸a˜o multidimensional de alguns problemas relaciona-
dos com o RPP
onde uma seta obedece ao sentido do problema mais particular para o
mais geral. Foram ainda inclu´ıdas algumas refereˆncias por se tratarem
das primeiras ou das mais citadas para cada problema. O mapa oferece
uma visa˜o global dos ARPs que se relacionam com os RPPs.
2.3.5 Refereˆncias anotadas
A tabela que se segue, Tabela 2.6, lista, sumariamente, os ARPs
descritos anteriormente relacionados com informac¸a˜o relativa aos me´to-
dos de resoluc¸a˜o e a`s refereˆncias mais representativas encontradas na
literatura. Esta tabela complementa a informac¸a˜o presente na Figura
2.29.
Problemas Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
Continua.... . .
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Tabela 2.6 – Continuac¸a˜o
Problemas Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
RPP - NP-Dif´ıcil
URPP - Branch-and-cut e Relaxac¸a˜o Lagrageana, Christofides et al.
[1981]
- Branch-and-cut, Corbera´n e Sanchis [1994], Ghiani e Laporte
[2000]
- Heur´ıstica de Frederickson, Frederickson [1979]
- Heur´ıstica de Post-Optimizac¸a˜o, Hertz et al. [1999]
- 2 heur´ısticas de resoluc¸a˜o aproximada, Pearn e Wu [1995]
- Algoritmos Meme´ticos, Rodrigues e Ferreira [2012]
Casos relacionados
Servic¸o em Zigzag -
URPPZ
- Algoritmo Branch-and-Cut, Irnich [2008]
DRPP - Branch-and-Bound, limites com Relaxac¸a˜o Lagrangeana,
Christofides et al. [1986]
- Branch-and-Bound, heur´ıstica baseada em programac¸a˜o li-
near inteira, Christofides et al. [1986]
- 3 algoritmos heur´ısticos e um procedimento para obter limi-
tes inferiores, Campos e Savall [1995]
Casos relacionados
DRPP com Penaliza-
c¸o˜es
- Transformac¸a˜o num TSP Assime´trico e posteriormente apli-
cac¸a˜o de me´todos exactos, Benavent e Soler [1999]
MRPP - (MARP) Algoritmo com 4 sub-heur´ısticas, Chyu [2001]
- Algoritmo baseado em fluxos e problemas de emparelha-
mento, implementac¸a˜o de Pesquisa Tabu, Corbera´n et al.
[2000]
Casos relacionados
MRPP com Penaliza-
c¸o˜es
- Transformac¸a˜o polinomial num ATSP e posteriormente heu-
r´ısticas e me´todos exactos, Corbera´n et al. [2002]
RPP PARTICULARIZAC¸A˜O
Problemas Chineses
Continua.... . .
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Tabela 2.6 – Continuac¸a˜o
Problemas Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
UCPP - Tempo Polino-
mial
- Algoritmo de emparelhamento Edmonds e Johnson [1973]
Casos relacionados
k-CPP - Algoritmo apresentado em Edmonds e Johnson [1973], gene-
ralizado para k-rotas, Frederickson et al. [1978]
MMk-CPP - Algoritmo Pesquisa Tabu, Ahr e Reinelt [2006]
Servic¸o em Zigzag -
UCPPZ
- Interpretado como um problema T-join e resolvido por cami-
nho mais curto e algoritmos de emparelhamento, Irnich [2008]
Janelas de tempo -
(U)CPPTW
- Dois modelos exactos usando programac¸a˜o com restric¸o˜es,
Aminu e Eglese [2006]
DCPP - Tempo Polino-
mial
- Algoritmo de fluxo Edmonds e Johnson [1973]
MCPP - NP-Hard - Algoritmo de duas fases, Edmonds e Johnson [1973]
- MIXED1 e MIXED2, Frederickson [1979]
- MIXED1 Modificado e MIXED2 Modificado, Pearn e Liu
[1995]
- Algoritmo Branch-and-Bound juntamente com relaxac¸a˜o La-
grangeana, Christofides et al. [1984]
- Algoritmo de planos de corte, Nobert e Picard [1996]
- MIXED1 Modificado, Raghavachari e Veerasamy [1999]
- Melhoramentos no MIXED1-2 Modificado, Pearn e Chou
[1999]
- Transformac¸a˜o num ATSP e uso de algoritmos para TSP
para resoluc¸a˜o, Laporte [1997]
- “Shortest Additional Path Heuristic”, Yaoyuenyong et al.
[2002]
- Te´cnicas GRASP, Corbera´n et al. [2002]
Outros problemas
SCP - NP-Dif´ıcil - Heur´ıstica de estrate´gia mista com limite 9/5, Frederickson
et al. [1978]
Casos relacionados
Continua.... . .
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Tabela 2.6 – Continuac¸a˜o
Problemas Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
k-SCP - Heur´ıstica “Tour-splitting”, Frederickson et al. [1978],
GENERALIZAC¸O˜ES DO RPP
Windy problems - NP-Dif´ıcil
WRPP - Limites inferiores (planos de corte) e limites superiores (3
heur´ısticas construtivas e procedimentos de melhoria), Bena-
vent et al. [2007], Benavent et al. [2003]
- 2 heur´ısticas construtivas melhoradas: H1 e H2, Benavent
et al. [2005]
Casos relacionados
With Zigzag service - - Algoritmo Branch-and-Cut, Irnich [2008],
- Transformac¸a˜o num TSP sime´trico, Irnich [2005]
W(C)PP - Algoritmo de planos de corte, Gro¨tschel e Win [1992]
- Algoritmos de aproximac¸a˜o em grafos gerais, Win [1989]
Casos relacionados
Com Servic¸o em Zigzag
- WCPPZ
- Caminho mais curto e algoritmos de emparelhamento, Irnich
[2008]
WGRP - Apresentac¸a˜o de estudo polie´drico, Corbera´n et al. [2005]
Capacitated problems - NP-Dif´ıcil
CCPP - Heur´ıstica construtiva, Greistorfer [2003]
CGRP (Mixed) - Heur´ıstica construtiva para problemas de grande dimensa˜o,
Pandit e Muralidharan [1995]
CARP - Arrefecimento simulado para resoluc¸a˜o de “problemas de In-
verno” no acto de espalhar sal nas ruas, Eglese [1994]
- Pesquisa tabu, Mei et al. [2009]
- Branch-Cut-and-Price em grafos esparsos, Letchford e Oukil
[2009]
- Transformac¸a˜o num CVRP equivalente e aplicado Branch-
Cut-and-Price, Longo et al. [2006]
- Planos de corte, Belenguer e Benavent [2003]
Continua.... . .
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Tabela 2.6 – Continuac¸a˜o
Problemas Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
- Pesquisa Tabu, Branda˜o e Eglese [2008]
- Duas heur´ısticas baseadas em colo´nias de formigas, Bautista
et al. [2008]
- Formulac¸a˜o em programac¸a˜o matema´tica e apresentac¸a˜o
uma estrate´gia de soluc¸a˜o aproximada “Augment-Merge”
(AM), Golden e Wong [1981]
- “Path-Scanning” (PS), Golden et al. [1983]
- Heur´ıstica de Ulusoy (UH), Ulusoy [1995]
Casos relacionados
CARP Misto - Me´todo de 2 fases: fase 1- construc¸a˜o dos sectores usando 2
heur´ısticas e fase 2- resolver o MCARP com me´todo de melhor
inserc¸a˜o, Moura˜o et al. [2009]
- Algoritmos gene´ticos, Lacomme et al. [2001]
CARP Estoca´stico - Algoritmos meme´ticos, Fleury et al. [2004]
CARP com custos de-
pendentes do tempo de
servic¸o
- Transformac¸a˜o num problema de rotas em no´s equivalente
resolvido de maneira exacta com abordagem por gerac¸a˜o de
colunas, Tagmouti et al. [2007]
CARP Estendido
(ECARP)
- Algoritmos meme´ticos: PS Estendido (EPS), AM Estendido
(EAM), UH Estendido (EUH) na inicializac¸a˜o da populac¸a˜o,
Lacomme et al. [2004]
CARPIF (com Instala-
c¸o˜es Interme´dias)
- Desenvolvidos 2 limites inferiores e 2 limites superiores, Ghi-
ani et al. [2001]
M-CARP (Multi-
depo´sitos CARP)
- Heur´ıstica de transformac¸a˜o num problema de a´rvores abran-
gente mı´nima, capacitado com mu´ltiplos centros com restri-
c¸o˜es nos arcos, Amberg et al. [2000]
CARP-RP (com pon-
tos de recarga)
- Me´todo de planos de corte, Amaya et al. [2004]
- Modelo de programac¸a˜o linear inteira e um me´todo de planos
de corte, Amaya et al. [2007]
CARP Multi-objectivo - Algoritmos gene´ticos, Lacomme et al. [2006]
PCARP - Programac¸a˜o Linear Inteira, 2 heur´ısticas de inserc¸a˜o e de-
senvolvida heur´ıstica de 2 fases, Chu et al. [2005]
Continua.... . .
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Tabela 2.6 – Continuac¸a˜o
Problemas Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
- Heur´ıstica “Greedy” e “Scatter Search”, Chu et al. [2006]
- Algoritmo meme´tico, Lacomme et al. [2005]
- Algoritmo gene´tico, Lacomme et al. [2002]
LARP - Algoritmo de 3 passos: localizac¸a˜o, alocac¸a˜o e rotas, Levy e
Bodin [1989]
Problemas Hiera´rquicos - NP-Dif´ıcil
HRPP - Depois da determinac¸a˜o de k grupos, uso de uma extensa˜o
do procedimento apresentado por Dror et al. [1987], Perrier
et al. [2006a]
HCPP - Algoritmo exacto, Ghiani e Improta [2000]
- Transformac¸a˜o num RPP equivalente e aplicac¸a˜o de um al-
goritmo exacto Branch-and-Cut para o RPP, Cabral et al.
[2004]
Casos relacionados
m-HCPP - 2 abordagens heur´ısticas baseadas em optimizac¸a˜o matema´-
tica, Perrier et al. [2008a]
Outros problemas - NP-Dif´ıcil
Dinaˆmico DyRPP - Heur´ıstica construtiva, Moreira et al. [2007]
PdRPP (Perio´dico) - Heur´ıstica com 2 fases,Ghiani et al. [2005]
SMTPP - Heur´ıstica construtiva para rotas baseada em grafos e heu-
r´ıstica de melhoria para rotas, Groves et al. [2005]
PRPP (Privado) - Um algoritmo para resolver modelos relaxados com um pe-
queno nu´mero de desigualdades (limites superiores) e proce-
dimentos exactos, tambe´m uma heur´ıstica simples para gerar
soluc¸o˜es admiss´ıveis, Ara´oz et al. [2009]
XPP (Travessia) - Apresentados alguns resultados para as estruturas das so-
luc¸o˜es o´ptimas do XPP e do RPP e nova formulac¸a˜o para o
RPP, Garfinkel e Webb [1999]
LRPP (Na˜o direcci-
onado)
- Reduzido a um RPP, relaxac¸a˜o do RPP e procedimento
Branch-and-Cut, Ghiani e Laporte [1999]
Continua.... . .
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Tabela 2.6 – Continuac¸a˜o
Problemas Me´todos de soluc¸a˜o e Refereˆncias
Tabela 2.6: Problemas relacionados com RPP e me´todos de
soluc¸a˜o
2.4 Sectores e Rotas na Recolha de Res´ıduos
Tal como referido nas secc¸o˜es anteriores, Secc¸a˜o 2.2 e Secc¸a˜o 2.3,
sa˜o alguns os trabalhos dispon´ıveis na literatura que consideram as duas
vertentes: Sectores e Rotas na resoluc¸a˜o de problemas relacionados com
a recolha de RSU.
Male e Liebman [1978] apresentam uma heur´ıstica que ao mesmo
tempo parte o mapa das ruas e estabelece rotas. Os sectores devem ter
uma procura que na˜o pode ultrapassar a capacidade do ve´ıculo. As ruas
na˜o teˆm limitac¸o˜es de passagem em ambos os sentidos. Tambe´m Hanafi
et al. [1999] descrevem uma situac¸a˜o de recolha de RSU. Os sectores em
nu´mero fixo devem estar equilibrados em termos do tempo de recolha.
As frequeˆncias de recolha sa˜o conhecidas ao longo da semana. Sa˜o treˆs os
objectivos trac¸ados pelos autores. Os tempos de recolha devera˜o situar-
se, em cada sector, dentro de um intervalo de tempo admiss´ıvel, sendo
deseja´vel que se situe o mais perto poss´ıvel de um valor “alvo” dentro
desse intervalo. Esta u´ltima caracter´ıstica e´ reflectida pela minimizac¸a˜o
dos desvios. Por fim, o nu´mero de componentes conexas de cada sector
devera´ ser o menor poss´ıvel. Foram desenvolvidos algoritmos de pesquisa
local, arrefecimento simulado e pesquisa tabu em formulac¸o˜es mono-
objectivo.
Moura˜o et al. [2009], tambe´m na a´rea da recolha de RSU, relacionam
sectores e rotas. A rede de ruas e´ partida num dado nu´mero de sectores e
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Figura 2.29: Relac¸o˜es entre ARPs com base em RPPs
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e´ constru´ıda uma rota em cada um dos sectores de maneira a minimizar
a durac¸a˜o total das viagens. Sa˜o seguidas duas abordagens. Sa˜o apre-
sentadas duas heur´ısticas em duas-fases, 1- construc¸a˜o dos sectores e 2-
soluc¸a˜o de um MCARP. Por outro lado, e´ apresentada uma heur´ıstica
de melhor inserc¸a˜o onde sectores e rotas sa˜o desenhados em simultaˆneo.
A tese de Doutoramento Nunes [2009], tal como foi referido, apresenta-
se como uma excelente refereˆncia no aˆmbito da recolha de RSU envol-
vendo sectores e rotas.

Cap´ıtulo 3
Res´ıduos So´lidos Urbanos -
Caso de Estudo
“A correcta gesta˜o dos res´ıduos apresenta-se como um desafio inadia´vel para as
sociedades modernas”
In Decreto-Lei no239/97, de 9 de Setembro
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Ao longo deste cap´ıtulo e´ feita uma breve introduc¸a˜o a` problema´tica
dos Res´ıduos So´lidos Urbanos em Portugal de uma maneira geral. Sa˜o
apresentadas algumas das normas e das directivas relacionadas com este
tema e sa˜o dadas a conhecer algumas das especificidades de um concelho
portugueˆs concreto, Monc¸a˜o.
3.1 Res´ıduos So´lidos Urbanos
3.1.1 Alguns conceitos e enquadramento legal
A Gesta˜o dos Res´ıduos de uma maneira geral e a Recolha dos RSU
em particular, apresentam-se como uma preocupac¸a˜o crescente a n´ıvel
mundial. A Unia˜o Europeia emite directivas que sa˜o transpostas para
a legislac¸a˜o nacional com o objectivo de resolver alguns problemas ou,
pelo menos, reduzir o impacto negativo que os res´ıduos provocam no
nosso planeta. “A correcta gesta˜o dos res´ıduos apresenta-se como um
desafio inadia´vel para as sociedades modernas” (Decreto-Lei n.o 239/97,
de 9 de Setembro).
O Decreto-Lei n.o 178/2006, de 5 de Setembro relativo ao regime
geral da gesta˜o de res´ıduos apresenta-se como documento nacional prin-
cipal na a´rea e foi resultado da transposic¸a˜o da Directiva 12/2006/CE,
de 5 de Abril, documento comunita´rio orientador. Segundo esse mesmo
documento, entende-se por res´ıduos, “quaisquer substaˆncias ou objectos
(...) de que o detentor se desfaz ou tem a intenc¸a˜o ou a obrigac¸a˜o de se
desfazer”. Define ainda res´ıduo urbano como “o res´ıduo proveniente de
habitac¸o˜es bem como outro res´ıduo que, pela sua natureza ou composi-
c¸a˜o, seja semelhante ao res´ıduo proveniente de habitac¸o˜es”. Sa˜o ainda
apresentadas duas definic¸o˜es importantes para o trabalho aqui desenvol-
vido; sa˜o elas a Gesta˜o e a Recolha. Fazem parte da “Gesta˜o: a recolha,
o transporte(...) dos res´ıduos”, sendo “Recolha: a operac¸a˜o de apanha,
triagem e/ou mistura de res´ıduos com vista ao seu transporte”.
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A Portaria n.o 335/97, de 16 de Maio e´, a n´ıvel nacional, o principal
documento relativo ao transporte interno de res´ıduos que visa proteger
e melhorar a qualidade do ambiente e da sau´de pu´blica, ao fixar regras
a que o transporte de res´ıduos fica sujeito.
Relativamente aos aterros, o regime jur´ıdico da deposic¸a˜o de res´ıduos
em aterro e os requisitos gerais a observar na concepc¸a˜o, construc¸a˜o, ex-
plorac¸a˜o, encerramento e po´s-encerramento de aterros, incluindo as ca-
racter´ısticas te´cnicas espec´ıficas para cada classe de aterros, encontram-
se estabelecidos no Decreto-Lei n.o183/2009, de 10 de Agosto resultante
da transposic¸a˜o para a legislac¸a˜o nacional da Directiva 1999/31/CE, de
26 de Abril.
Uma lista exaustiva dos principais documentos legislativos nacionais
e comunita´rios relacionados com a gesta˜o de res´ıduos pode ser encon-
trada no Plano Nacional de Gesta˜o de Res´ıduos (PNGR) 2011-2020.
3.1.2 A realidade portuguesa
O Plano Estrate´gico para os Res´ıduos So´lidos Urbanos (PERSU
II) 2007-2016 aprovado pela Portaria n.o 186/2007 de 12 de Fevereiro,
“aponta a estrate´gia, define as prioridades e estabelece as metas que se
pretendem atingir para o per´ıodo de 2007 a 2016, em mate´ria de res´ı-
duos so´lidos urbanos.” Este plano surge na sequeˆncia de um outro o
PERSU aprovado pelo governo em 1997 onde, pela primeira vez, sa˜o
apresentados passos fundamentais na concretizac¸a˜o de uma pol´ıtica de
res´ıduos.
Numa secc¸a˜o dedicada a` produc¸a˜o e ao destino final dos RSU, o
PERSU II apresenta valores relativos a` evoluc¸a˜o da produc¸a˜o de RSU
bem como a capitac¸a˜o dia´ria, em Portugal Continental, no per´ıodo 1995-
2005, tal como se ilustra na Figura 3.1.
Segundo o mesmo plano, ha´ evideˆncias fortes de que a produc¸a˜o de
res´ıduos esta´ muito relacionada com o consumo e com o crescimento
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Figura 3.1: Produc¸a˜o de RSU e capitac¸a˜o dia´ria em Portugal Continental
(1995-2005) - Fonte PERSU II 2007-2016
econo´mico.
Essa evideˆncia justifica, de alguma maneira, os resultados obtidos em
estudos mais recentes que indicam uma ligeira diminuic¸a˜o na quantidade
de res´ıduos produzidos per capita.
Olhando para Portugal no contexto europeu, os valores apresentados
no PNGR 2011-2020, relativos ao ano de 2008, revelam que Portugal,
apesar de se encontrar abaixo da me´dia da UE, no que diz respeito
a` produc¸a˜o de res´ıduos urbanos e equiparados e de res´ıduos na˜o ur-
banos, apresenta uma capitac¸a˜o nacional de produc¸a˜o de res´ıduos de
3,4t/hab.ano. A Figura 3.2 apresenta valores que revelam a distribui-
c¸a˜o da produc¸a˜o apenas de res´ıduos urbanos em va´rios pa´ıses europeus,
entre os quais Portugal, entre 1995 e 2008.
O PNGR 2011-2020 indica que uma parte muito significativa, mais
de 60%, dos res´ıduos urbanos e equiparados em Portugal sa˜o eliminados
em aterro (dados ate´ 2009), Figura 3.3. Mesmo quando considerado o
total dos res´ıduos produzidos em Portugal, isto e´, os res´ıduos urbanos e
equiparados e os na˜o urbanos, no ano de 2009, verificou-se que a maioria
das 28,8Mt produzidas, cerca de 45,4%, foram depositados em aterro
conforme pode ser constatado na Figura 3.4
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Figura 3.2: Distribuic¸a˜o da produc¸a˜o de Res´ıduos Urbanos (1995-2008) em
pa´ıses europeus - Fonte PNGR 2011-2020
Figura 3.3: Distribuic¸a˜o dos Res´ıduos Urbanos em Portugal por Operac¸a˜o de
Gesta˜o - Fonte PNGR 2011-2020
Pelo que foi dito, pode concluir-se que os aterros, em Portugal, con-
tinuam a ser o destino de uma grande quantidade de res´ıduos.
No sentido de uma melhor gesta˜o dos res´ıduos e por forma a redu-
zir os percursos efectuados pelos ve´ıculos, aquando da recolha desses
mesmos res´ıduos, alguns munic´ıpios dispo˜em, para ale´m de aterros, de
estac¸o˜es de transfereˆncia. Trata-se de instalac¸o˜es de deposic¸a˜o tempo-
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Figura 3.4: Produc¸a˜o e destino final de res´ıduos em Portugal em 2009 - Fonte
PNGR 2011-2020
ra´ria de res´ıduos. Posteriormente, ve´ıculos de maiores dimenso˜es ficam
encarregues do transporte destes mesmos res´ıduos ate´ aos aterros. As
estac¸o˜es de transfereˆncia surgem quando a distaˆncia entre as localidades
onde as recolhas sa˜o efectuadas e os aterros e´ muito elevada. Em mui-
tos casos, toma-se “25km” como o valor de refereˆncia para a justificac¸a˜o
da construc¸a˜o de uma estac¸a˜o de transfereˆncia. Na˜o se trata de uma
imposic¸a˜o, pois ha´ situac¸o˜es em que a distaˆncia e´ bastante superior e
na˜o e´ apresentada outra alternativa a` frota de ve´ıculos colectores, sena˜o
o(s) aterro(s). Nos u´ltimos anos, a par da erradicac¸a˜o das lixeiras (as
u´ltimas lixeiras activas em Portugal foram encerradas em 2001), houve
um aumento significativo do nu´mero de estac¸o˜es de transfereˆncia e do
nu´mero de aterros bem como do nu´mero de outras infra-estruturas de
gesta˜o de res´ıduos.
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3.2 Concelho de Monc¸a˜o
O caso pra´tico que se apresenta nesta dissertac¸a˜o surgiu pelo en-
volvimento directo com o problema da recolha de RSU no concelho de
Monc¸a˜o, o que permitiu ter acesso a` realidade desse concelho. A em-
presa responsa´vel por essa recolha apresenta-se como “especializada no
domı´nio do Ambiente, particularmente no que concerne a` prestac¸a˜o de
servic¸os de recolha e transporte de res´ıduos so´lidos urbanos, recolha e
transporte de RIBs1 e Res´ıduos provenientes de ETAR’s2 tais como re-
s´ıduos de Desarenamento, Gradados e Lamas do Tratamento de A´guas
Residuais Urbanas, limpeza e varredura urbana e concepc¸a˜o e trata-
mento e manutenc¸a˜o de espac¸os verdes (...)”
3.2.1 Caracter´ısticas geogra´ficas e populacionais
O concelho de Monc¸a˜o, inserido no distrito de Viana do Castelo,
conta com uma a´rea superior a 200km2 divididos em 33 freguesias (ver
Figura 3.5) e uma populac¸a˜o de 19.230 habitantes (dados Censos 2011).
Figura 3.5: Localizac¸a˜o do concelho de Monc¸a˜o e das suas 33 freguesias
1RIBs - Res´ıduos Industriais Banais
2ETAR’s - Estac¸o˜es de Tratamento de A´guas Residuais
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A Tabela 3.1 apresenta, de maneira mais detalhada, algumas caracte-
r´ısticas das freguesias de Monc¸a˜o: o nome de cada freguesia, a respectiva
a´rea, o nu´mero de habitantes (Censos 2011) e ainda a distaˆncia de cada
freguesia a` sede de concelho - Monc¸a˜o.
De notar que as freguesias aqui consideradas e retratadas sa˜o as an-
teriores a`s publicadas na Lei n.o 11-A/2013, de 28 de Janeiro que aprova
a reorganizac¸a˜o administrativa do territo´rio das freguesias. Actualmente
as anteriores 33 freguesias do concelho de Monc¸a˜o, deram lugar a apenas
24 com a junc¸a˜o das anteriores freguesias de: Anho˜es e Luzio; Ceiva˜es e
Badim; Mazedo e Cortes; Messega˜es, Valadares e Sa´; Monc¸a˜o e Trovis-
coso; Sago, Lordelo e Parada e, por fim, Troporiz e Lapela. No entanto,
por esta nova divisa˜o territorial em nada influenciar o exposto nesta tese,
na sua esseˆncia, sera´ considerada a situac¸a˜o inicialmente apresentada de
33 freguesias.
De acordo com as informac¸o˜es cedidas pela Caˆmara Municipal de
Monc¸a˜o, desde 2008 ate´ final de 2012, os habitantes deste concelho fo-
ram responsa´veis pela deposic¸a˜o em aterro de 30.500 toneladas de res´ı-
duos a que corresponde uma me´dia de 18 toneladas por dia. Segundo a
mesma fonte, os valores das quantidades anuais de res´ıduos indiferenci-
ados (apenas aqueles cujo destino final e´ o aterro) sa˜o os apresentados
na Tabela 3.2.
A diminuic¸a˜o em 2011 e 2012 da quantidade de res´ıduos, per capita,
enviados para aterro, esta´ em linha com o que se verifica em Portugal de
uma maneira geral e parece estar relacionada com a diminuic¸a˜o do con-
sumo verificado desde enta˜o. Tambe´m e´ de notar uma ligeira diminuic¸a˜o
na densidade populacional nos u´ltimos anos. Com a entrada no se´culo
XXI, verificou-se a passagem da populac¸a˜o residente para um limiar
abaixo dos 20 mil habitantes. No Censos 2001, Monc¸a˜o apresentava-se
com 19.646 habitantes tendo este nu´mero diminu´ıdo no u´ltimo Censos
(2011) para 19.230, tal como referido anteriormente.
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Tabela 3.1: Composic¸a˜o das 33 freguesias de Monc¸a˜o - dados referentes a 2011
Freguesia A´rea (km2) No de hab. Dist. a` sede concelho (km)
Abedim 8,89 205 13
Anho˜es 7,24 140 15
Badim 7,1 178 12
Barbeita 7,53 1016 7
Barroc¸as e Taias 2,46 319 10
Bela 4,22 698 4
Cambeses 4,17 496 1
Ceiva˜es 3,46 492 9,5
Cortes 4,74 1518 1
Lapela 1,56 223 6
Lara 5,33 266 6
Longos Vales 12,04 989 6
Lordelo 5,52 116 9
Luzio 6,18 120 15
Mazedo 7,35 1859 1
Merufe 28,49 1097 14
Messega˜es 2,06 253 11
Monc¸a˜o 3,31 2469 -
Moreira 3,51 615 5
Parada 1,76 107 8
Pias 10,04 854 8
Pinheiros 2,81 345 5
Podame 3,66 278 14
Portela 9,15 242 13
Riba de Mouro 13,94 964 20
Sa´ 3,96 200 13
Sago 2,81 225 5
Segude 2,56 356 18
Tangil 21,34 768 4
Troporiz 2,38 274 4
Troviscoso 5,37 1066 1
Trute 4,71 277 10
Valadares 1,86 205 10
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Tabela 3.2: Quantidades anuais de res´ıduos indiferenciados no concelho de
Monc¸a˜o
Ano Quantidade (t/ano) Capitac¸a˜o (t/hab.ano)
2008 5.839,56 0,88
2009 6.211,18 0,94
2010 6.323,02 0,96
2011 6.154,73 0,92
2012 6.034,26 0,90
Ainda de referir que, sendo Monc¸a˜o uma regia˜o do interior do terri-
to´rio muito sujeita a`s vagas de emigrac¸a˜o/migrac¸a˜o, apresenta, durante
o per´ıodo de Vera˜o e e´pocas festivas, um aumento significativo da po-
pulac¸a˜o. Este aumento revela-se, de forma bem noto´ria, numa maior
quantidade de res´ıduos produzidos levando a um acre´scimo no nu´mero
de visitas semanais, por parte dos ve´ıculos de recolha. A Figura 3.6
reflecte a distribuic¸a˜o das 5.839, 56 toneladas de res´ıduos produzidos ao
longo do ano de 2008, quer na vila e Monc¸a˜o e zonas limı´trofes, quer nas
diferentes freguesias do concelho mais afastadas da sede. Estes dados
foram cedidos pela Caˆmara Municipal de Monc¸a˜o a` empresa responsa´vel
pela recolha de RSU.
Figura 3.6: Distribuic¸a˜o dos res´ıduos produzidos no concelho de Monc¸a˜o ao
longo do ano de 2008
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Pelas diferenc¸as inerentes a` pro´pria densidade populacional, Mon-
c¸a˜o encontra-se naturalmente dividido em duas partes de caracter´ısticas
distintas, o que implica diferentes necessidades relativamente a` periodi-
cidade da recolha. Uma parte mais urbana, relativa a` pro´pria vila de
Monc¸a˜o e freguesias limı´trofes e uma outra parte mais rural, que engloba
as restantes freguesias. A recolha da parte urbana devera´ ser efectuada
todos os dias da semana. Na zona rural, dependendo da altura do ano,
a recolha e´ feita duas ou treˆs vezes por semana. Assim, de acordo com
o estipulado pela entidade adjudicante, a periodicidade de recolha de-
vera´ obedecer ao estipulado no caderno de encargos, ou seja, durante
a maior parte do ano, todas as freguesias, com excepc¸a˜o de Mazedo,
Cortes e Monc¸a˜o (vila), que teˆm recolhas dia´rias, devera˜o ter recolhas
bissemanais incluindo feriados. Nos meses de Vera˜o (15 de Junho a 15 de
Setembro), pelas razo˜es ja´ referidas, a quantidade de res´ıduos produzi-
dos aumenta, obrigando ao reforc¸o de ve´ıculos e as recolhas bissemanais
passam a trissemanais.
De salientar a impossibilidade de acesso, com ve´ıculo colector, a` zona
mais antiga e central da vila de Monc¸a˜o. A Figura 3.7 apresenta algumas
fotografias da zona central de Monc¸a˜o onde se verifica essa impossibili-
dade.
Esta restric¸a˜o justifica a presenc¸a de um u´nico contentor na zona
mais central de Monc¸a˜o. A Figura 3.8 (a) indica a localizac¸a˜o do referido
contentor enterrado estando este retratado na Figura 3.8 (b).
3.2.2 Caracter´ısticas dos dispositivos afectos ao local
Actualmente, o concelho de Monc¸a˜o conta com mais de 1600 con-
tentores que se distribuem por diferentes tipos e capacidades. Os mais
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Figura 3.7: Algumas ruas muito estreitas no centro histo´rico da vila de Monc¸a˜o
comuns sa˜o os contentores de 800 litros em polietileno, ver Figura 3.9.
Os contentores de maiores dimenso˜es, Moloks ou semienterrados e
enterrados (com capacidade de 3000l e 5000l), sa˜o raros sendo mais
usuais em regio˜es mais urbanas obrigando a` existeˆncia de grua no ve´ıculo
colector, ver Figura 3.10.
Ha´ ainda a salientar, embora em menor escala, situac¸o˜es em que a
recolha e´ efectuada “porta-a-porta”, o vulgar saco pla´stico deixado na
via pu´blica, em frente a` porta ou pequenos recipientes que sa˜o colocados
pela populac¸a˜o ao longo do percurso de recolha, como se pode constatar
na Figura 3.11.
Relativamente aos ve´ıculos de recolha, a frota e´ composta por dois
tipos de ve´ıculos. O mais usual, um ve´ıculo com grua com capacidade
para 16m3 e um outro, mais pequeno, de 7m3, sem grua, usado quando
necessa´rio como reforc¸o ao primeiro. Todos os ve´ıculos apresentam uma
tripulac¸a˜o de treˆs trabalhadores, composta por um motorista e dois can-
toneiros e dispo˜em de kits de limpeza completos. O ve´ıculo de maior
dimensa˜o possui sacos em polietileno de 3 e 5m3 para colocac¸a˜o nos
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(a) (b)
Figura 3.8: Localizac¸a˜o (a) do contentor enterrado (b) no centro histo´rico de
Monc¸a˜o
Figura 3.9: Distribuic¸a˜o dos contentores por tipologia
contentores enterrados e moloks. Todos os ve´ıculos apresentam meca-
nismos de compactac¸a˜o, que permitem recolher um maior volume de
res´ıduos. Sendo que, factores como o tipo de res´ıduo ou a percentagem
de humidade relativa, podem influenciar os resultados dessa compacta-
c¸a˜o.
A garagem, local de in´ıcio e de fim de percurso para todos os ve´ı-
culos, situa-se a sudoeste da vila de Monc¸a˜o. Para deposic¸a˜o dos seus
RSU, Monc¸a˜o conta com um aterro em S. Pedro da Torre, no concelho
de Valenc¸a, e uma estac¸a˜o de transfereˆncia em Messega˜es, geridos pela
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Figura 3.10: Utilizac¸a˜o da grua na recolha de um contentor semi-enterrado
(Fotografia cedida pela empresa)
Figura 3.11: Res´ıduos deixados a` porta para serem recolhidos (Fotografias
cedidas pela empresa)
empresa Valorminho - Valorizac¸a˜o e Tratamento de Res´ıduos So´lidos,
S.A..
De acordo com o plano estipulado pela empresa, considerando as
exigeˆncias da autarquia e de acordo com o ja´ referido Decreto-Lei n.o
178/2006, de 5 de Setembro consideram-se res´ıduos so´lidos urbanos e,
assim sendo, alvo de recolha:
• Res´ıduos so´lidos dome´sticos - os produzidos em habitac¸o˜es ou
que embora produzidos em locais na˜o destinados a habitac¸a˜o, a
eles se assemelham;
• Res´ıduos industriais ou equiparados a RSU - aqueles que,
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pela sua natureza ou composic¸a˜o, se assemelham aos res´ıduos so´-
lidos dome´sticos;
• Os res´ıduos so´lidos procedentes de estabelecimentos comerci-
ais, tur´ısticos, hoteleiros, escrito´rios, servic¸os pu´blicos e
similares;
• Os res´ıduos so´lidos procedentes do servic¸o de limpeza das vias
pu´blicas, parques, jardins pu´blicos, cemite´rios, edif´ıcios
pu´blicos e escolas;
• Res´ıduos so´lidos hospitalares equiparados a RSU, ou seja,
res´ıduos so´lidos dome´sticos produzidos em hospitais, centros de
sau´de e similares na˜o contaminados por quaisquer produtos bio-
lo´gicos, f´ısicos ou qu´ımicos, tal como figura no Despacho n.o 16/90,
de 21 de Agosto;
• Res´ıduos so´lidos produzidos em mercados, actividades cultu-
rais e desportivas (imediatamente apo´s a actividade).
Continuando a citar o documento apresentado pela empresa de re-
colha de RSU e tendo em conta as exigeˆncias impostas no Caderno de
Encargos, ficam exclu´ıdos do aˆmbito da prestac¸a˜o de servic¸o:
• A recolha de produtos de entulho, terras, escombros e res´ıduos de
obras;
• A recolha de cara´cter meramente industrial;
• A recolha de Ecopontos (vidro, carta˜o, pla´stico e vidro);
• A recolha de res´ıduos verdes urbanos.
3.3 Contornos do caso de estudo
A Figura 3.12 mostra, de forma simplificada, o problema de Recolha
de RSU aqui tratado. A preocupac¸a˜o recai, no presente trabalho, na
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recolha de res´ıduos indiferenciados. Os ve´ıculos, partindo sempre de uma
garagem, devera˜o proceder a` recolha dos res´ıduos em causa e, sempre que
necessa´rio, fazer descargas ou em aterros ou em estac¸o˜es de transfereˆncia.
No final de cada turno de trabalho, o ve´ıculo devera´ regressar vazio, a`
garagem. Outros ve´ıculos, de maior capacidade, propriedade de uma
segunda empresa, tratara˜o do transporte dos res´ıduos das estac¸o˜es de
transfereˆncia para os aterros. O percurso destes u´ltimos ve´ıculos sai
fora do aˆmbito do tema aqui apresentado.
Figura 3.12: Esquema simplificado do processo de recolha de RSU
Ao longo deste trabalho foram sempre tidas em considerac¸a˜o as es-
pecificidades pro´prias da regia˜o. Tratando-se de um problema com uma
forte componente rural foi tomada em atenc¸a˜o a pro´pria geografia do
terreno e, por vezes, a falta de infra-estruturas via´rias entre freguesias.
A auseˆncia de estrada (transita´vel por um ve´ıculo de recolha de RSU)
torna duas localidades aparentemente pro´ximas em linha recta, em loca-
lidades afastadas, quando considerados os custos/tempos na deslocac¸a˜o
entre elas.
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Um outro aspecto que foi tido em linha de conta e que acabou por
influenciar alguns dos desenvolvimentos apresentados, prende-se com a
tentativa de tentar incluir, o mais poss´ıvel, o conhecimento de expe-
rieˆncias passadas no modelo. A experieˆncia das pessoas directamente
envolvidas na resoluc¸a˜o deste problema podera´ ser usada como input no
modelo.
Os dados relativos a`s coordenadas geogra´ficas da localizac¸a˜o dos con-
tentores foram facultados pela empresa responsa´vel pela recolha de RSU
em Monc¸a˜o e, como tal, correspondem na˜o a uma situac¸a˜o hipote´tica
mas a` situac¸a˜o real vivida neste concelho. Ainda relativamente a` em-
presa em causa, e´ de salientar que a mesma possu´ıa um sistema de
geo-referenciac¸a˜o que permitia, praticamente em tempo real, localizar
os ve´ıculos e obter informac¸o˜es como velocidades ou histo´ricos das ro-
tas. No entanto, o sistema em causa na˜o permitia elaborar o desenho
antecipado das rotas, nem efectuar algum tipo de melhoramento das
rotas estipuladas.
Os pontos de deposic¸a˜o de res´ıduos em Monc¸a˜o, tal como ja´ foi men-
cionado, consistem em dois locais: o aterro de Valenc¸a e a estac¸a˜o de
transfereˆncia de Messega˜es. No entanto, a estac¸a˜o de transfereˆncia de
Messega˜es, por apresentar limites na quantidade de res´ıduos que recebe,
impo˜e um nu´mero ma´ximo de visitas dia´rias. Esta estac¸a˜o, para ale´m
de ser um local que a pro´pria populac¸a˜o utiliza para deposic¸a˜o de objec-
tos de maiores dimenso˜es (monos), e´ igualmente usada por um concelho
vizinho a Monc¸a˜o: Melgac¸o.

Cap´ıtulo 4
Modelos de Optimizac¸a˜o de
Rotas
“Na medida em que as proposic¸o˜es da matema´tica se referem a` realidade, elas
na˜o sa˜o certas, e na medida em que sa˜o certas, elas na˜o se referem a` realidade”
Albert Einstein (1879-1955)
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Neste cap´ıtulo, dedicado a` apresentac¸a˜o dos modelos de optimiza-
c¸a˜o de rotas, sa˜o descritas diferentes situac¸o˜es com relevaˆncia teo´rica e
pra´tica. Assim se tomara´ em considerac¸a˜o frotas heteroge´neas ou na˜o,
se a garagem e´ tambe´m ponto de deposic¸a˜o ou na˜o, se os pontos de de-
posic¸a˜o sa˜o ou na˜o u´nicos e, finalmente, se o nu´mero de despejos no(s)
ponto(s) de deposic¸a˜o e´ limitado ou na˜o. A conjunc¸a˜o das diferentes
caracter´ısticas deu origem a treˆs modelos distintos que, acompanhados
de exemplos ilustrativos sera˜o a base do Cap´ıtulo 4.
4.1 Introduc¸a˜o
As formulac¸o˜es matema´ticas aqui apresentadas, tiveram por base
a de Gouveia et al. [2010] para o caso do CARP Misto (MCARP) e
podera˜o ser consideradas como extenso˜es desta no intuito de poderem
ser apresentadas em situac¸o˜es mais abrangentes.
O primeiro caso, descrito na Secc¸a˜o 4.2, refere-se a` situac¸a˜o onde di-
ferentes ve´ıculos, com diferentes capacidades e custos constituem a frota
dispon´ıvel para recolha. Por terem diferentes caracter´ısticas, podera˜o
existir ruas de acesso vedado a alguns ve´ıculos. Por exemplo, ruas es-
treitas onde ve´ıculos de maiores dimenso˜es podera˜o ter dificuldade em
circular ou ruas com contentores enterrados ou semi-enterrados que na˜o
podera˜o ser servidas por ve´ıculos de menores dimenso˜es, por na˜o possu´ı-
rem grua. Ainda a salientar dois aspectos: algumas ruas podera˜o apre-
sentar sentidos proibidos e o facto de a garagem, neste modelo, coincidir
com o ponto de deposic¸a˜o de res´ıduos.
O segundo caso, na Secc¸a˜o 4.3, refere-se a` situac¸a˜o onde um ve´ıculo,
com capacidade limitada, comec¸a e finaliza cada turno de trabalho numa
garagem. Existem um ou mais pontos dispersos onde o ve´ıculo efectuara´
as descargas de res´ıduos e que nunca funcionam como depo´sito (ou gara-
gem) de ve´ıculos. Os pontos de deposic¸a˜o podera˜o apresentar limitac¸a˜o
no nu´mero de descargas dia´rias efectuadas pelos ve´ıculos.
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Por fim, a terceira situac¸a˜o, abordada na Secc¸a˜o 4.4, caracteriza-se
pela existeˆncia de ve´ıculos diferentes e, simultaneamente, diferentes ater-
ros que podera˜o apresentar, todos ou parte deles, limitac¸o˜es na recepc¸a˜o
de res´ıduos. Este u´ltimo caso acaba por ser resultado da junc¸a˜o dos dois
primeiros.
4.2 Frota heteroge´nea e um depo´sito
4.2.1 P ve´ıculos, treˆs tipologias
Tal como referido, procedeu-se a` extensa˜o para o caso de treˆs tipo de
ve´ıculos distintos de recolha. A raza˜o da escolha de treˆs tipos diferentes
prende-se com o facto de ser suficientemente abrangente, por ser comum
a composic¸a˜o das frotas na˜o apresentar maior diversidade de ve´ıculos.
Esta situac¸a˜o representa, por exemplo, a existeˆncia de dois tipos de ve´ı-
culos de maiores dimenso˜es, com capacidade ideˆntica mas em que um
dos ve´ıculos possu´ı grua e outro na˜o. Ainda um terceiro tipo de ve´ıculo,
de menores dimenso˜es, sem grua, que funciona como ve´ıculo de suporte
em altura de maior produc¸a˜o de res´ıduos ou para acesso a ruas mais
estreitas no corac¸a˜o das zonas urbanas, foi acrescentado a` frota. De
notar que os ve´ıculos de maiores dimenso˜es, embora tenham acesso a`s
mesmas ruas, diferem no servic¸o prestado. Um ve´ıculo com grua pode
recolher res´ıduos proveniente de um qualquer contentor, enquanto um
ve´ıculo sem grua fica impedido de recolher contentores semi-enterrados
(moloks) ou contentores enterrados. Considere-se, por exemplo, um con-
tentor situado numa rua de dif´ıcil acesso para um ve´ıculo longo (ruas
estreitas, curvas apertadas, ruas onde e´ comum existirem ve´ıculos mal
estacionados,...) e um outro que seja um contentor enterrado. Estes
dois contentores nunca podera˜o fazer parte da mesma rota, por muito
pro´ximos que estejam um do outro.
Os ve´ıculos, para ale´m de apresentarem diferentes capacidades ma´-
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ximas de carga, podera˜o apresentar, para iguais percursos, diferentes
custos tanto de recolha como de passagem sem recolha este u´ltimo de-
nominado passagem em vazio (“deadheading”). Esta distinc¸a˜o surgiu
para dar resposta a questo˜es pra´ticas relacionadas com a grande difi-
culdade ou ate´ mesmo impossibilidade, de alguns ve´ıculos, de elevadas
dimenso˜es, terem acesso a ruas com caracter´ısticas especiais (por exem-
plo, ruas muito estreitas ou demasiado inclinadas) e a` necessidade dos
camio˜es terem que apresentar determinadas caracter´ısticas para efectu-
arem a recolha em determinado tipo de contentores.
4.2.2 Apresentac¸a˜o formal
Suponha-se assim, numa frota com P ve´ıculos divididos em 3 tipos
da seguinte forma:
• P1 ve´ıculos sa˜o do tipo T1;
• P2 ve´ıculos sa˜o do tipo T2;
• P3 ve´ıculos sa˜o do tipo T3.
Por cada ve´ıculo estar perfeitamente identificado com uma das ti-
pologias e por na˜o existirem outros ve´ıculos, pode dizer-se que: P =
P1 + P2 + P3.
C e´ um conjunto constitu´ıdo por P circuitos ordenado da seguinte
maneira: as primeiras P1 rotas sa˜o as dos ve´ıculos T1, depois, as seguin-
tes P2 rotas sa˜o as dos ve´ıculos T2 e, finalmente, as u´ltimas P3 rotas sa˜o
as dos ve´ıculos T3. Define-se assim C1, C2 e C3 da seguinte maneira:
C1 = {1, 2, ..., P1}
C2 = {P1 + 1, ..., P1 + P2}
C3 = {P1 + P2 + 1, ..., P}
Considere-se ainda o grafo G = (V,A), onde V representa o conjunto
dos ve´rtices e A o conjunto das ligac¸o˜es (arestas/arcos) entre ve´rtices.
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As ligac¸o˜es requeridas esta˜o representadas por R e dividem-se entre AR
e ER que designam, respectivamente, os arcos e as arestas requeridas.
A matriz B = [bij ](i,j)∈A representa, para cada ligac¸a˜o (i, j), a pos-
sibilidade de recolha por parte dos ve´ıculos colectores a cada ligac¸a˜o
(i, j).
bij =

0, qualquer ve´ıculo pode servir a ligac¸a˜o (i,j)
1, ve´ıculos do tipo T1 na˜o podem servir a ligac¸a˜o (i,j)
2, apenas ve´ıculos tipo T3 podem servir a ligac¸a˜o (i,j)
Considere-se ainda c1ij , c
2
ij e c
3
ij como sendo os custos de passagem
pela ligac¸a˜o (i, j) ao efectuar a recolha, respectivamente, pelos ve´ıculos
tipo T1, T2 e T3. Analogamente e seguindo a mesma ordem, d
1
ij , d
2
ij
e d3ij referem-se aos custos de passagem sem recolha (“em vazio” ou
“deadheading”).
Relativamente a`s capacidades, ou seja, a` quantidade que cada ve´ıculo
consegue recolher, estas aparecem definidas de acordo com a tipologia
por Q1, Q2 e Q3. A procura na ligac¸a˜o (i, j) e´ representada por qij ≥ 0
tomando o valor 0 no caso de a ligac¸a˜o ser na˜o requerida ou facultativa.
Associado a cada tipo de ve´ıculo, T1, T2 e T3, e´ ainda acrescentado
o custo de descarga do ve´ıculo como λ1, λ2 e λ3, respectivamente.
Ainda:
xpij =
 1, ligac¸a˜o (i, j) e´ servida no circuito p0, caso contra´rio
ypij = nu´mero de vezes que a ligac¸a˜o (i, j) e´ atravessada sem servic¸o
no circuito p.
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Modelo 1
Min
3∑
e=1
∑
p∈Ce
 ∑
(i,j)∈R
xpij · ceij +
∑
(i,j)∈A
ypij · deij + λ1
 ∑
(i,1)∈R
xpi1 +
∑
(i,1)∈A
ypi1

(4.1)
s.a
∑
j:(i,j)∈A
ypij +
∑
j:(i,j)∈R
xpij =
∑
j:(j,i)∈A
ypji +
∑
j:(j,i)∈R
xpji,∀i ∈ V, p = 1, ..., P (4.2)
∑
p∈C
xpij = 1,∀(i, j) ∈ AR (4.3)
∑
p∈C
(xpij + x
p
ji) = 1,∀(i, j) ∈ ER (4.4)
∑
j:(1,j)∈A
yp1j +
∑
j:(1,j)∈R
xp1j = 1, p = 1, ..., P (4.5)
∑
j:(j,i)∈A
fpji −
∑
j:(i,j)∈A
fp1j =
∑
j:(j,i)∈R
qjix
p
ji, i ∈ V \ {1}, p = 1, ..., P (4.6)
∑
j:(1,j)∈A
fp1j =
∑
(i,j)∈R
qijx
p
ij , p = 1, ..., P (4.7)
∑
i:(i,1)∈A
fpi1 =
∑
i:(i,1)∈R
qi1x
p
i1, p = 1, ..., P (4.8)
∑
p∈C1
xpij = 0,∀(i, j) ∈ AR : bij = 1 (4.9)
∑
p∈C1
xpij +
∑
p∈C2
xpij = 0,∀(i, j) ∈ AR : bij = 2 (4.10)
∑
p∈C1
(xpij + x
p
ji) = 0,∀(i, j) ∈ ER : bij = 1 (4.11)
∑
p∈C1
(xpij + x
p
ji) +
∑
p∈C2
(xpij + x
p
ji) = 0,∀(i, j) ∈ ER : bij = 2 (4.12)
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fpij ≤ Qe(ypij + xpij),∀(i, j) ∈ A, p ∈ Ce, e = 1, 2, 3 (4.13)
xpij ∈ {0, 1},∀(i, j) ∈ R, p = 1, ..., P (4.14)
fpij ≥ 0,∀(i, j) ∈ A, p = 1, ..., P (4.15)
ypij ≥ 0, integer,∀(i, j) ∈ A, p = 1, ..., P (4.16)
As restric¸o˜es da (2) ate´ a` (8) e da (10) ate´ a` (12) de Gouveia et al.
[2010] sa˜o mantidas. Os ve´ıculos do tipo T1 na˜o podem servir algumas
ligac¸o˜es, restric¸o˜es (4.9) e (4.11). Ha´ ligac¸o˜es que teˆm que ser obrigato-
riamente servidas pelos ve´ıculos do tipo T3, restric¸o˜es (4.10) e (4.12). A
quantidade recolhida por cada ve´ıculo deve respeitar as capacidades dos
ve´ıculos, restric¸o˜es (4.13).
4.2.3 Exemplo com 5 ve´ıculos de 3 tipos
A t´ıtulo de exemplo, suponha-se a situac¸a˜o em que, perante uma
frota de 5 ve´ıculos de 3 tipos diferentes, de acordo com o apresentado
na Figura 4.1, se pretende construir os respectivos circuitos que devera˜o
comec¸ar e acabar no depo´sito (representado pelo triaˆngulo), Figura 4.2.
O grafo apresentado na Figura 4.2 representa o mapa de ruas por
onde os ve´ıculos colectores podera˜o circular. Trata-se de um grafo misto,
com arestas e arcos que, como habitualmente, se referem ao facto de nem
todas as ruas poderem ser atravessadas nos dois sentidos. As linhas
a tracejado referem-se a ruas onde a passagem na˜o e´ obrigato´ria em
oposic¸a˜o a`s linhas a cheio que representam ligac¸o˜es requeridos.
Os custos de passagem em servic¸o de recolha e os custos de passagem
sem recolha ou “deadheading”, em cada ligac¸a˜o e para cada tipo de ve´ı-
culo, bem como o tipo de ligac¸a˜o, a procura e as limitac¸o˜es de passagem
constam da Tabela 4.1.
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Figura 4.1: Composic¸a˜o da frota
Figura 4.2: Grafo com 12 ve´rtices e 23 ligac¸o˜es
De maneira mais detalhada, pode dizer-se que:
• u - toma os valores 0 ou 1 consoante a ligac¸a˜o e´ um arco ou uma
aresta, respectivamente;
• r - toma os valores 0 ou 1 consoante a ligac¸a˜o e´ facultativa ou
requerida, respectivamente;
• c1ij , c2ij e c3ij - custo associado a` passagem pela ligac¸a˜o (i, j) de
cada tipo de ve´ıculo com servic¸o de recolha (se r=0 ou se na˜o e´
poss´ıvel efectuar a recolha com algum tipo de ve´ıculo os custos de
passagem com recolha associados a esse(s) ve´ıculo(s) aparece(m)
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Tabela 4.1: Caracter´ısticas das diferentes ligac¸o˜es do grafo (Exemplo com 3
ve´ıculos e 1 ponto de descarga)
Ligac¸a˜o (i, j) uij rij c
1
ij c
2
ij c
3
ij d
1
ij d
2
ij d
3
ij qij bij
(1,2) 1 0 - - - 10 9 8 0 0
(1,4) 1 1 17 16 15 14 13 12 2 0
(1,7) 1 1 19 18 17 16 15 14 1 0
(1,10) 0 1 - 18 17 16 15 14 1 1
(1,12) 1 1 4 3 2 3 2 1 3 0
(2,3) 1 1 18 17 16 15 14 13 2 0
(2,4) 1 1 - 8 7 6 5 4 1 1
(2,9) 1 1 3 2 1 2 1 1 2 0
(3,4) 1 1 - 19 18 17 16 15 1 1
(3,5) 1 1 5 4 3 3 2 1 1 0
(5,6) 1 1 7 6 5 4 3 2 1 0
(5,11) 1 0 - - - 17 16 15 0 0
(5,12) 1 1 - 10 9 8 7 6 1 1
(6,7) 1 1 4 3 2 3 2 1 1 0
(6,12) 1 0 - - - 2 1 1 0 0
(7,8) 1 1 - 7 6 5 4 3 1 1
(7,12) 1 1 18 17 16 15 14 13 1 0
(8,10) 1 1 3 2 1 2 1 1 1 0
(8,11) 1 1 10 9 8 7 6 5 1 0
(9,10) 1 1 - 15 14 13 12 11 1 1
(9,11) 1 1 - 13 12 11 10 9 1 1
(10,11) 1 1 - 11 10 9 8 7 1 1
(11,4) 0 0 - - - 3 2 1 0 0
como “-”);
• d1ij , d2ij e d3ij - custo associado a` passagem pela ligac¸a˜o (i, j) de cada
tipo de ve´ıculo sem efectuar servic¸o de recolha (deadheading);
• qij - representa a procura na ligac¸a˜o, ou seja, a quantidade de
res´ıduo a recolher na rua em causa;
• bij - indica as limitac¸o˜es de passagem, na ligac¸a˜o (i, j), dos dife-
rentes tipos de ve´ıculos - 0: auseˆncia de impedimentos, 1: impos-
sibilidade de recolha dos ve´ıculos T1 e 2: recolha apenas permitida
a ve´ıculos T3.
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O resultado obtido para os circuitos de cada ve´ıculo que constitu´ı a
frota encontra-se representado na Figura 4.3 distribu´ıdo pelas diferen-
tes tipologias dos ve´ıculos (T1, T2 e T3). A soluc¸a˜o o´ptima encontrada
corresponde a um custo de 258 1.
4.3 O mesmo ve´ıculo, va´rios pontos de deposi-
c¸a˜o
4.3.1 Va´rios aterros com “diferentes capacidades”
Ao longo desta secc¸a˜o e´ apresentada a situac¸a˜o que mais se aproxima
com o caso de estudo apreciado nesta dissertac¸a˜o. Um ve´ıculo parte da
garagem, a` qual devera´ retornar vazio no final de um dia de trabalho.
De cada vez que o ve´ıculo se encontra cheio devera´ efectuar a descarga
num dos pontos dispon´ıveis para o efeito. Acresce o facto de alguns dos
pontos de deposic¸a˜o de res´ıduos poderem apresentar limitac¸o˜es quanto
ao nu´mero de visitas recebidas diariamente. As limitac¸o˜es em causa
devem-se, essencialmente, a`s reduzidas dimenso˜es dos referidos pontos
situac¸a˜o ja´ descrita no Cap´ıtulo 3. Aos diferentes pontos de deposic¸a˜o
podem ser associados custos de despejo. Ainda de referir que a entrada
num ponto de deposic¸a˜o (aterro ou estac¸a˜o de transfereˆncia) obriga ao
esvaziamento do ve´ıculo, isto e´, os pontos de deposic¸a˜o na˜o sa˜o consi-
derados simples pontos de passagem. Na situac¸a˜o aqui retratada, na˜o
existem ligac¸o˜es requeridas a incidir nos pontos de deposic¸a˜o.
4.3.2 Apresentac¸a˜o formal
O modelo para o novo problema que acaba de ser descrito, aqui deno-
minado como MCARP com Mu´ltiplos Aterros Limitados (MCARP-LML
1Resultado obtido com recurso ao CPLEX 12.5.1
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(a)
(b)
(c)
Figura 4.3: (a) Dois circuitos associados aos ve´ıculos T1; (b) Um circuito
associado ao ve´ıculo T2; (c) Dois circuitos associados aos ve´ıculos T3
Limited Multi Landfill) apresenta-se seguidamente. O objectivo consiste
em minimizar o custo das viagens entre o aterro/estac¸a˜o de transfereˆncia
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e o depo´sito, ao mesmo tempo que a procura e´ satisfeita sem que a capa-
cidade dos ve´ıculos colectores seja ultrapassada. Este modelo baseou-se
no apresentado em Gouveia et al. [2010] para o MCARP.
Comec¸ando por introduzir as notac¸o˜es que sera˜o usadas, suponha-se
um grafo misto G = (V ∗, L) cujo conjunto dos ve´rtices esta´ representado
por V ∗ e as ligac¸o˜es entre eles por L = A ∪ E (A e E representam,
respectivamente, o conjunto dos arcos e das arestas).
V ∗ = V ′ ∪V onde V ′ = B ∪D. B representa o conjunto dos ve´rtices
que correspondem a pontos de deposic¸a˜o (aterros ou estac¸o˜es de trans-
fereˆncia), D identifica o depo´sito e V e´ a designac¸a˜o dada ao conjunto
dos ve´rtices vulgares (ve´rtices que na˜o representam nem depo´sito, nem
aterros).
R e´ o conjunto de todas as ligac¸o˜es requeridas (de passagem obriga-
to´ria): Arcos requeridos AR e arestas requeridas ER.
T representa o nu´mero de viagens, uma viagem e´ considerada um
percurso entre dois ve´rtices de V ′ (com excepc¸a˜o do percurso entre D e
D).
Q e´ a capacidade do ve´ıculo.
dij corresponde ao custo de passagem (sem recolha) pela ligac¸a˜o
(i, j) ∈ L.
cij > 0 e´ o custo de servir (recolher res´ıduos) a ligac¸a˜o (i, j) ∈ R
(cij = 0 se (i, j) /∈ R).
qij > 0 e´ a procura na ligac¸a˜o (i, j) ∈ R (qij = 0 se (i, j) /∈ R).
A primeira viagem devera´ comec¸ar no depo´sito, sendo que a u´ltima
devera´ la´ terminar. Quer no momento inicial, ao sair do depo´sito, quer
no regresso, o ve´ıculo devera´ estar vazio. Apesar de, a u´ltima viagem
ser feita em vazio ela tem que ser tida em conta na formulac¸a˜o pois
esta´ dependente do u´ltimo aterro visitado b ∈ B. Assim, no decorrer
de um turno de trabalho, o ve´ıculo devera´ esvaziar T − 1 vezes. Cada
aterro b apresenta um nu´mero ma´ximo de visitas permitidas, dada por lb.
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O depo´sito funciona, unicamente, como garagem, na˜o sendo permitido
fazer descargas nesse ponto.
xtij =
 1, se (i, j) e´ servida por t0, caso contra´rio
ytij representa o nu´mero de vezes que uma ligac¸a˜o (aresta ou arco)
(i, j) e´ atravessada sem ser servida durante a viagem t.
ztij e´ a quantidade de res´ıduo recolhido durante a viagem t depois de
atravessar a ligac¸a˜o (i, j).
O objectivo e´ o de minimizar o custo das T viagens (4.17).
λb representa o custo de despejo no ponto de deposic¸a˜o b.
Modelo 2
Min
T∑
t=1
 ∑
(i,j)∈R
xtij · cij +
∑
(i,j)∈L
ytij · dij + λ
∑
b∈B:(i,b)∈L
ytib
 (4.17)
s. a
T∑
t=1
 ∑
(i,j)∈L
ytij +
∑
(i,j)∈R
xtij
 = T∑
t=1
 ∑
(j,i)∈L
ytji +
∑
(j,i)∈R
xtji
 , ∀i ∈ V ∗
(4.18)
∑
(i,j)∈L
ytij +
∑
(i,j)∈R
xtij =
∑
(j,i)∈L
ytji +
∑
(j,i)∈R
xtji, ∀i ∈ V ; t = 1, ..., T (4.19)
T∑
t=1
xtij = 1, ∀(i, j) ∈ AR (4.20)
T∑
t=1
(xtij + x
t
ji) = 1, ∀(i, j) ∈ ER (4.21)
∑
b∈V ′:(i,b)∈L
ytib = 1, t = 1, ..., T (4.22)
∑
b∈V ′:(b,j)∈L
ytbj = 1, t = 1, ..., T (4.23)
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∑
(i,b)∈L
ytib =
∑
(b,j)∈L
yt+1bj , t = 1, ..., T − 1;∀b ∈ B (4.24)
T∑
t=1
∑
(b,j)∈L
ytbj ≤ lb, ∀b ∈ B (4.25)
∑
(i,b)∈L
ytib +
∑
(b,j)∈L
ytbj ≤ 2, t = 1, ..., T ;∀b ∈ V ′ (4.26)
T∑
t=1
∑
b∈B:(b,j)∈L
ytbj = T − 1 (4.27)
∑
(i,j)∈L
ztij −
∑
(j,i)∈L
ztji =
∑
(i,j)∈R
qij · xtij , ∀i ∈ V ; t = 1, ..., T (4.28)
∑
(i,b)∈L
ztib =
∑
(i,j)∈R
qijx
t
ij , t = 1, ..., T ;∀b ∈ B (4.29)
∑
(b,j)∈L
ztbj = 0, t = 1, ..., T ;∀b ∈ B (4.30)
ztij ≤ Q(ytij + xtij), ∀(i, j) ∈ L; t = 1, ..., T (4.31)
xtij ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ L; t = 1, ..., T (4.32)
ztij ≥ 0, ∀(i, j) ∈ L; t = 1, ..., T (4.33)
ytij ≥ 0, integer,∀(i, j) ∈ L; t = 1, ..., T (4.34)
O conjunto de todas as viagens devera´ formar um caminho fechado
(4.18) e (4.19). Cada arco requerido (4.20) e cada aresta requerida (4.21)
devera˜o ser servidos apenas uma vez. Cada viagem entra (4.22) e sai
(4.23) de determinado aterro apenas uma vez. Quando um ve´ıculo en-
tra num aterro numa determinada viagem, ele devera´ iniciar no mesmo
aterro a viagem seguinte (4.24). O nu´mero de visitas permitidas a cada
aterro e´ limitado (4.25). Cada viagem devera´ comec¸ar num aterro ou
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garagem e terminar num aterro ou garagem (4.26). A quantidade de
res´ıduo recolhido numa viagem e´ actualizada (4.28) e (4.29) depois de
cada servic¸o. Um ve´ıculo, depois de abandonar um aterro devera´ estar
vazio (4.30). A quantidade de res´ıduo recolhido na˜o pode ultrapassar a
capacidade do ve´ıculo (4.31).
4.3.3 Exemplo com treˆs aterros
Seguindo a mesma linha da secc¸a˜o anterior, a t´ıtulo de exemplo,
considere-se a situac¸a˜o em que um ve´ıculo que comec¸a e termina o seu
percurso na garagem (ve´rtice 1), devera´ efectuar todas as recolhas e,
sempre que necessa´rio, proceder ao despejo dos res´ıduos em algum dos 3
aterros que se encontram dispon´ıveis para o efeito. Suponha-se ainda que
os aterros, representados pelos ve´rtices 2, 3 e 4, apresentam, um limite
ma´ximo de descargas de 2, 2 e 1, respectivamente, e que o ve´ıculo colector
apresenta uma capacidade de 12 que na˜o podera´ ser ultrapassada.
A Figura 4.4 apresenta o grafo representativo da situac¸a˜o em ana´lise.
Figura 4.4: Grafo com 15 ve´rtices, garagem (ve´rtice 1) e 3 aterros (ve´rtices 2,
3 e 4)
Seguindo a notac¸a˜o anteriormente descrita, a Tabela 4.2 apresenta
os dois custos associados a cada ligac¸a˜o (direccionada ou na˜o, requerida
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ou na˜o) e as respectivas procuras.
Tabela 4.2: Caracter´ısticas das diferentes ligac¸o˜es do grafo (Exemplo com 1
ve´ıculo e 3 pontos de deposic¸a˜o)
Ligac¸a˜o (i, j) uij rij cij dij qij
(1,11) 1 0 - 5 0
(1,12) 1 0 - 4 0
(1,13) 1 0 - 5 0
(1,15) 1 0 - 1 0
(2,15) 1 0 - 5 0
(2,9) 1 0 - 2 0
(3,6) 1 0 - 5 0
(3,8) 1 0 - 7 0
(4,5) 1 0 - 4 0
(4,10) 1 0 - 6 0
(4,13) 1 0 - 5 0
(5,6) 1 1 10 6 1
(5,7) 1 1 8 2 3
(5,10) 1 1 5 1 2
(5,11) 1 0 - 2 0
(6,7) 1 1 5 5 2
(8,9) 1 1 5 5 3
(8,14) 1 1 5 5 1
(9,15) 0 0 - 5 0
(10,13) 1 1 5 5 2
(11,12) 1 1 5 5 4
(11,13) 0 1 5 5 2
(12,9) 0 1 5 5 5
(12,15) 1 1 5 5 3
(14,7) 0 1 5 5 4
Quando considerados nulos os custos associados ao despejo em cada
um dos 3 aterros, a soluc¸a˜o o´ptima encontrada corresponde a um custo
de 102 2 e o resultado obtido para as 4 viagens do ve´ıculo encontra-se
expresso na Figura 4.5.
2Resultado obtido com recurso ao CPLEX 12.5.1
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Figura 4.5: Desenho do circuito para 1 ve´ıculo e 3 despejos
4.4 Diferentes ve´ıculos, va´rios pontos de depo-
sic¸a˜o
4.4.1 Dois tipos de ve´ıculos e va´rios aterros com diferen-
tes capacidades
Nesta secc¸a˜o e´ apresentada a situac¸a˜o em que dois tipos ve´ıculos
com diferentes caracter´ısticas, diferentes capacidades e diferentes custos,
partem da garagem e a´ı regressam, apo´s terem efectuado a recolha. A
deposic¸a˜o e´ feita num dos pontos a` disposic¸a˜o e, tal como na Secc¸a˜o 4.3,
esses pontos (todos ou alguns) podera˜o apresentar limitac¸o˜es quanto ao
nu´mero de visitas recebidas por dia.
Pelo facto de os ve´ıculos apresentarem diferentes caracter´ısticas, po-
dem existir situac¸o˜es em que a recolha so´ podera´ ser feita por um deles.
4.4.2 Apresentac¸a˜o formal
O modelo agora descrito, o MCARP-LML com Frota Heteroge´nea,
e´ apresentado formalmente nesta secc¸a˜o.
A notac¸a˜o usada na˜o difere muito da usada na Subsecc¸a˜o 4.3.2 e
apresenta-se a seguir.
Num grafo misto G = (V ∗, L) cujo conjunto dos ve´rtices esta´ repre-
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sentado por V ∗ e as ligac¸o˜es entre eles por L = A∪E (A e E representam,
respectivamente, o conjunto dos arcos e das arestas).
V ∗ = V ′ ∪V onde V ′ = B ∪D. B representa o conjunto dos ve´rtices
que correspondem a aterros (aterros ou estac¸o˜es de transfereˆncia), D
representa o depo´sito e V representa o conjunto dos ve´rtices vulgares
(ve´rtices que na˜o representam nem depo´sito, nem aterros).
R e´ o conjunto de todas as ligac¸o˜es requeridas (de passagem obriga-
to´ria): arcos requeridos AR e arestas requeridas ER (sem repetic¸a˜o de
arestas requeridas).
No conjunto dos arcos requeridas (AR) existem treˆs subconjuntos
disjuntos definidos como: AR1, AR2 e AR\(AR1
⋃
AR2) que representam,
respectivamente, os arcos que apenas podem ser servidos pelo ve´ıculo
tipo T1; arcos que podem apenas ser servidos pelos ve´ıculos tipo T2 e
arcos requeridos que podem ser servidos por qualquer tipo de ve´ıculo.
Analogamente, o mesmo tipo de notac¸a˜o e´ utilizada para as arestas
requeridas (ER) dividindo-se estas em ER1, ER2 e ER \ (ER1
⋃
ER1)
que, tal como anteriormente, limitam o servic¸o, respectivamente, a um
ve´ıculo de tipo T1, a um ve´ıculo de tipo T2 e na˜o apresentam limitac¸a˜o
ao tipo de ve´ıculo.
Conve´m esclarecer que as limitac¸o˜es de passagem sa˜o apenas relati-
vas ao servic¸o na˜o a` mera passagem sem recolha. Caso se colocassem
limitac¸o˜es de passagem, o problema poderia ser contornado se se esta-
belecessem custos de “deadheading” extraordinariamente elevados.
W representa o nu´mero de viagens para o ve´ıculo tipo T1 e K o
nu´mero de viagens do ve´ıculo tipo T2. Recorde-se que uma viagem e´
considerada um percurso entre dois ve´rtices de V ′.
Q1 e Q2 identificam as capacidades dos ve´ıculos T1 e T2, respectiva-
mente.
d1ij corresponde ao custo de passagem (sem recolha) do ve´ıculo tipo
T1 pela ligac¸a˜o (i, j) ∈ L. O custo de passagem pela mesma ligac¸a˜o
4.4. Diferentes ve´ıculos, va´rios pontos de deposic¸a˜o 121
quando feita pelo ve´ıculo tipo T2 e´ dado por d
2
ij .
c1ij > 0 e c
2
ij > 0 sa˜o o custo de servir (recolher res´ıduos) na ligac¸a˜o
(i, j) ∈ R (cij = 0 se (i, j) ∈ R) quando o servic¸o e´ feito pelo ve´ıculo
tipo T1 ou tipo T2, respectivamente.
qij > 0 e´ a procura na ligac¸a˜o (i, j) ∈ R (qij = 0 se (i, j) ∈ R).
A primeira viagem de cada um dos ve´ıculos devera´ comec¸ar no de-
po´sito/garagem. No final, os ve´ıculos devera˜o regressar ao ponto inicial.
Quer no momento inicial, ao sair de depo´sito, quer no regresso, os ve´ıcu-
los devera˜o estar vazios. No decorrer de um turno de trabalho, o ve´ıculo
tipo T1 devera´ esvaziar W −1 vezes enquanto o ve´ıculo T2 devera´ fazeˆ-lo
K − 1 vezes. Cada aterro b apresenta um nu´mero ma´ximo de visitas
permitidas lb. A garagem na˜o funciona como ponto de deposic¸a˜o.
xtij =
 1, se (i, j) e´ servida por t0, caso contra´rio
ytij representa o nu´mero de vezes que uma ligac¸a˜o (aresta ou arco)
(i, j) e´ atravessada sem ser servida durante a viagem t.
ztij e´ a quantidade de res´ıduo recolhido durante a viagem t depois de
atravessar a ligac¸a˜o (i, j).
O objectivo e´ o de minimizar o custo das T viagens. Sendo T =
W +K.
λ1b e λ
2
b representa o custo de despejo no ponto de deposic¸a˜o b quando
este e´ efectuado pelos ve´ıculos tipo T1 e T2, respectivamente. Tal como
no modelo anterior, nos ve´rtices que representam pontos de deposic¸a˜o
apenas incidem arestas/arcos na˜o requeridos.
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Modelo 3
Min
W∑
w=1
 ∑
(i,j)∈R
xwij · c1ij +
∑
(i,j)∈L
ywij · d1ij +
∑
b∈B:(i,b)∈L
λ1b · ywib
+
T∑
k=W+1
 ∑
(i,j)∈R
xkij · c2ij +
∑
(i,j)∈L
ykij · d2ij +
∑
b∈B:(i,b)∈L
λ2b · ykib
 (4.35)
Ao Modelo 2 sa˜o adicionadas novas restric¸o˜es.
s. a
W∑
w=1
xwij = 0, ∀(i, j) ∈ AR2 (4.36)
τ∑
k=W+1
xkij = 0, ∀(i, j) ∈ AR1 (4.37)
W∑
w=1
(xwij + x
w
ji) = 0, ∀(i, j) ∈ ER2 (4.38)
τ∑
k=W+1
(xkij + x
k
ji) = 0, ∀(i, j) ∈ ER1 (4.39)
∑
j∈V :(1,j)∈L
y11j = 1, (4.40)
∑
i∈V :(i,1)∈L
yWi1 = 1, (4.41)
∑
j∈V :(1,j)∈L
yW+11j = 1, (4.42)
∑
i∈V :(i,1)∈L
yτi1 = 1, (4.43)
A restric¸a˜o (4.31) do Modelo 2 foi substitu´ıda pelas restric¸o˜es (4.44) e
(4.45).
zwij ≤ Q1(ywij + xwij), ∀(i, j) ∈ L;w = 1, ...,W (4.44)
zkij ≤ Q2(ykij + xkij), ∀(i, j) ∈ L; k = W + 1, ..., τ (4.45)
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Relativamente ao Modelo 3 de notar que:
O ve´ıculo T1 na˜o podera´ servir nem os arcos pertencentes a AR2
(4.36), nem as arestas de ER2 (4.38). Da mesma maneira, o ve´ıculo T2
na˜o podera´ servir os arcos pertencentes a AR1 (4.37) nem as arestas de
ER1 (4.39).
A primeira viagem do ve´ıculo T1 devera´ comec¸ar e a u´ltima terminar
na garagem ((4.40) e (4.41)). O mesmo acontece para o ve´ıculo T2 ((4.42)
e (4.43)). As viagens dos dois tipos de ve´ıculos esta˜o limitadas a`s suas
capacidades que na˜o podera˜o ser ultrapassadas, (4.44) e (4.45).
4.4.3 Exemplo com dois ve´ıculos e treˆs aterros
O exemplo que a seguir se apresenta foi constru´ıdo com base no
exemplo da Subsecc¸a˜o 4.3.3. Foi usado o mesmo grafo e os mesmos treˆs
aterros foram considerados, ver Figura 4.6. Qualquer um dos aterros
apresenta um limite de descargas de 3. Ainda a salientar o facto da aresta
requerida (8, 14) apenas poder ser servida pelo ve´ıculo T1 enquanto a
recolha na aresta (5, 6) so´ pode ser efectuada pelo ve´ıculo T2.
Seguindo a notac¸a˜o anteriormente descrita, a Tabela 4.3 apresenta
algumas das caracter´ısticas do exemplo em ana´lise.
As caracter´ısticas dos ve´ıculos considerados, sa˜o as descritas na Fi-
gura 4.7.
A soluc¸a˜o obtida corresponde a um valor de 122 3. As Figuras 4.8
(a) e (b) revelam as rotas correspondentes a esses mesmos resultados
para cada um dos ve´ıculos.
3Resultado obtido com recurso ao CPLEX 12.5.1
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Figura 4.6: Grafo com 15 ve´rtices, uma garagem, 3 aterros e duas arestas com
servic¸o exclusivo
Figura 4.7: As caracter´ısticas dos dois ve´ıculos T1 e T2
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Tabela 4.3: Caracter´ısticas das diferentes ligac¸o˜es do grafo (Exemplo com 2
ve´ıculos e 3 pontos de deposic¸a˜o)
Ligac¸a˜o (i, j) uij rij c
1
ij c
2
ij d
1
ij d
2
ij qij
(1,11) 1 0 - - 5 4 0
(1,12) 1 0 - - 4 4 0
(1,13) 1 0 - - 5 5 0
(1,15) 1 0 - - 1 1 0
(2,15) 1 0 - - 5 3 0
(2,9) 1 0 - - 2 1 0
(3,6) 1 0 - - 6 5 0
(3,8) 1 0 - - 7 4 0
(4,5) 1 0 - - 4 3 0
(4,10) 1 0 - - 6 3 0
(4,13) 1 0 - - 5 4 0
(5,6) 1 1 7 4 4 2 1
(5,7) 1 1 6 3 4 2 3
(5,10) 1 1 4 3 3 2 2
(5,11) 1 0 2 1 2 1 0
(6,7) 1 1 3 2 2 1 2
(8,9) 1 1 5 4 4 3 3
(8,14) 1 1 3 3 2 2 1
(9,15) 0 0 5 4 5 4 0
(10,13) 1 1 4 3 3 2 2
(11,12) 1 1 3 2 2 1 4
(11,13) 0 1 5 5 3 3 2
(12,9) 0 1 5 5 3 3 5
(12,15) 1 1 3 2 2 1 3
(14,7) 0 1 5 4 4 3 4
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(a)
(b)
Figura 4.8: Desenho dos percursos obtidos para os ve´ıculos: (a) T1 e (b) T2
Cap´ıtulo 5
Dividir para resolver:
Sectores e Rotas
“Vem por aqui”− dizem-me alguns com os olhos doces
Estendendo-me os brac¸os, e seguros
De que seria bom que eu os ouvisse
Quando me dizem: “vem por aqui!”
Eu olho-os com olhos lassos,
(Ha´, nos olhos meus, ironias e cansac¸os)
E cruzo os brac¸os,
E nunca vou por ali...
Caˆntico Negro - Jose´ Re´gio
(1901-1969)
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Este cap´ıtulo aborda a resoluc¸a˜o do caso de recolha de RSU descrito
nesta dissertac¸a˜o. Embora a proposta de resoluc¸a˜o se dirija para um
problema concreto, considera-se que apresenta tais caracter´ısticas gerais
que potenciam a sua aplicac¸a˜o a outros casos reais.
Sa˜o apresentados os desenvolvimentos levados a cabo, quer na selec-
c¸a˜o de sectores quer na determinac¸a˜o de rotas, de forma isolada inicial-
mente e, posteriormente, de forma integrada.
5.1 Sectores
A Sectorizac¸a˜o, tal como referido anteriormente, caracteriza-se pela
divisa˜o do “territo´rio” em porc¸o˜es mais pequenas. Essa divisa˜o, enten-
dida em termos matema´ticos como uma partic¸a˜o, pretende, de uma
maneira geral, “partir” um problema grande em problemas de menor
dimensa˜o, com “boas” caracter´ısticas e mais fa´ceis de resolver.
A necessidade de sectorizar o concelho de Monc¸a˜o em regio˜es mais
pequenas rapidamente se colocou na˜o so´ pelo grande nu´mero de ruas e
caminhos e diferentes contentores, mas tambe´m pelo facto de diferentes
freguesias deste concelho requererem diferentes periodicidades de reco-
lha.
5.1.1 Electromagnetismo como fonte inspiradora
A observac¸a˜o de uma quantidade de pequenos pontos sobre um mapa
e a tentativa de os organizar/agrupar, mediante aproximac¸a˜o ou afasta-
mento, para respeitar determinadas caracter´ısticas, pode lembrar e as-
sociar a famosa Lei de Coulomb. Dela veio a inspirac¸a˜o para o me´todo
desenvolvido para a Sectorizac¸a˜o que e´, portanto, uma meta´fora de um
processo electromagne´tico. No essencial, e relevante para esta disserta-
c¸a˜o, a Lei de Coulomb estabelece uma relac¸a˜o, expressa em forc¸a, entre
pontos electricamente carregados. Foi formulada por Charles Coulomb,
Figura 5.1, e publicada na u´ltima metade do se´culo XVIII.
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Figura 5.1: Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), f´ısico franceˆs
A Lei de Coulomb pode ser enunciada como:
“a interac¸a˜o electrosta´tica entre duas part´ıculas carregadas
e´ proporcional a`s suas cargas e ao inverso do quadrado da
distaˆncia entre elas, e tem a direc¸a˜o da reta que une as duas
cargas.”
In Alonso e Finn [1972]
Supondo dois pontos q1 e q2 que se encontram a uma distaˆncia d, a
forc¸a
−→
F entre as duas cargas apresenta uma intensidade que e´ dada por:
|−→F | = k · |q1| · |q2|
d2
. (5.1)
em que k representa a chamada Constante de Coulomb e que corresponde
a 8.99× 109Nm2.C−2.
Esta lei e´ va´lida apenas quando os corpos carregados apresentam
dimenso˜es muito menores do que a distaˆncia entre eles designando-se,
habitualmente, de cargas pontuais, Halliday e Resnick [1983].
Um conjunto de conceitos e consequeˆncias desta formulac¸a˜o apare-
cem listados em Kip [1969] entre os quais, por poderem ser u´teis mais
adiante, se destacam aqui simplificadamente:
1. As forc¸as entre dois ou mais corpos podem ser atractivas ou repul-
sivas;
2. Ha´ dois tipos de cargas ele´ctricas: as positivas e as negativas. A
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forc¸a entre duas cargas de sinal igual e´ repulsiva e actua ao longo
da linha recta que as une. A forc¸a entre duas cargas de sinal
diferente e´ atractiva e actua, igualmente, ao longo da linha que as
une;
3. A carga e´ conservada, isto e´, se duas cargas se juntarem, a carga
total sera´ o resultado da soma das duas cargas.
5.1.2 Pontos que parecem cargas
Retomando a inspirac¸a˜o no electromagnetismo, considere-se, numa
fase inicial, um sistema composto por n pontos de recolha (que lembrara˜o
os ja´ referidos “pontos de carga”) dispostos num plano. De cada ponto
sa˜o conhecidas, para ale´m das coordenadas cartesianas (ou geogra´ficas)
que o identificam, a “carga” que correspondera´ a` quantidade de res´ıduos
a recolher, vulgarmente chamada de procura no ponto.
Na Figura 5.2(a), a t´ıtulo de exemplo, sa˜o apresentados 9 pontos
de recolha sendo a procura em cada ponto directamente proporcional a`
a´rea do c´ırculo azul que o representa. Na pra´tica, estar-se-ia perante
9 contentores ou conjunto de contentores, com diferentes quantidades
de res´ıduos a recolher. Representando por qi a quantidade a recolher
no ponto I de coordenadas (xi, yi), para cada um dos 9 pontos da Fi-
gura 5.2(a) e´ calculada a atracc¸a˜o deste pelos restantes. Esta atracc¸a˜o
e´ calculada tendo por base o subsistema constitu´ıdo apenas por dois
pontos, ou seja, quando e´ calculada a atracc¸a˜o entre os pontos I e J ,
por exemplo, considera-se que esses pontos sa˜o isolados naquilo a que
se chama um subsistema constitu´ıdo, unicamente, por esses dois pontos.
Tal pressuposto introduz simplificac¸o˜es considera´veis.
Seguindo a Lei de Coulomb, representada na expressa˜o (5.1), foi cal-
culada a “matriz de atracc¸a˜o” (A) entre os diversos pares de pontos.
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(a) (b)
Figura 5.2: (a) Nove pontos aleatoriamente distribu´ıdos (b) vectores de atrac-
c¸a˜o sobre a carga I
Numa primeira fase, supo˜e-se que os diferentes pares de pontos apresen-
tam sempre cargas opostas. Tal suposic¸a˜o inicial reflecte, na pra´tica,
que estes pontos estabelecem sempre entre eles uma relac¸a˜o de atracc¸a˜o,
nunca havendo lugar a repulsa. A matriz A assim obtida e´ quadrada e
de dimensa˜o igual ao nu´mero de pontos que constituem o sistema. No
exemplo considerado na Figura 5.2, a matriz A tera´ ordem 9. Como cada
elemento da matriz A representa o valor absoluto da forc¸a de atracc¸a˜o
entre dois pontos, esta matriz sera´ sime´trica, ou seja, a intensidade da
atracc¸a˜o entre os pontos “I” e “J” e´ a mesma que se verifica entre “J”
e “I”. Por uma questa˜o de simplificac¸a˜o considerou-se para a “constante
de Coulomb” o valor 1 (k = 1).
O comprimento do vector representativo da “forc¸a de atracc¸a˜o” (o
qual, na˜o havendo motivo de confusa˜o, sera´ denominado daqui para a
frente apenas de “atracc¸a˜o”) entre dois pontos I = (xi, yi) e J = (xj , yj)
poderia ser calculado com base no quociente entre o produto das cargas
em cada um dos pontos, ou seja, o produto das quantidades a recolher
em cada ponto, e o quadrado da distaˆncia entre eles (expressa˜o(5.2)).
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aij = ||−→aij || = ||−→aji|| = qi ∗ qj
d2ij
(5.2)
onde dij representa a distaˆncia euclideana entre os pontos I e J
calculada por dij =
√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2. Na Figura 5.2(b), a t´ıtulo
de exemplo, aparecem representados, os vectores −−→aijk e −−→ajki, k = 1, ..., 8.
Apo´s ser calculado o valor da atracc¸a˜o para cada par de pontos, o
que corresponde a` apresentac¸a˜o da matriz A, e´ encontrado o par que
possui maior “atracc¸a˜o admiss´ıvel”: o par com maior valor de atracc¸a˜o
que na˜o viole restric¸o˜es referentes a`s capacidades ma´ximas. Neste caso
da recolha de res´ıduos, e recordando que as cargas representam aqui
quantidades de RSU a recolher, apenas podem ser considerados pares
de pontos cuja soma das quantidades de cada um na˜o ultrapasse, por
exemplo, a capacidade ma´xima (Q) do ve´ıculo que tratara´ da recolha.
Por inspirac¸a˜o do princ´ıpio da conservac¸a˜o das cargas, sera´ encontrado
o par de pontos U e V , com uma atracc¸a˜o auv, com cargas iguais a qu e
qv, respectivamente, tal que:
max{auv ∈ A : qu + qv ≤ Q}.
A Figura 5.3 ilustra apenas o par de pontos, I e J , que apresenta
maior valor de “atracc¸a˜o admiss´ıvel”.
A equac¸a˜o da recta que passa nos pontos I e J , representada por
r, apresenta declive dado por m =
yj−yi
xj−xi . Passando a recta no ponto
I, de coordenadas (xi, yi), pode dizer-se que, yi =
yj−yi
xj−xixi + b. Logo
b = yi − yj−yixj−xixi
Resultando a equac¸a˜o reduzida de r:
y =
yj − yi
xj − xix+ yi −
yj − yi
xj − xixi
A distaˆncia entre os pontos I e J , dij , pode ser expressa pela soma dos
“deslocamentos”dos pontos I e J , respectivamente, ki e kj , ou seja, dij =
ki + kj . O deslocamento de cada ponto, sera´ inversamente proporcional
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Figura 5.3: Junc¸a˜o de pontos I e J num ponto interme´dio C
a` carga no ponto, isto e´, cargas maiores correspondera˜o a deslocamentos
menores.
Por forma a evitar complexidade acrescida da qual na˜o se retira-
ria especial vantagem, pode enta˜o expressar-se os deslocamentos como
func¸a˜o linear das distaˆncias da seguinte forma:
ki =
qj
qi+qj
∗dij e, da mesma maneira, kj = (1− qjqi+qj )∗dij =
qi
qi+qj
∗dij .
Na Figura 5.3, C representa o “ponto de encontro” das cargas I e J e
e´ aqui representado pelas coordenadas (xC , yC). Este ponto encontrar-
se-a´ no segmento de recta que une os pontos I e J e ficara´, como ja´ foi
indicado anteriormente, “mais pro´ximo” daquele que tiver maior carga.
Sendo assim, C obedece a`s equac¸o˜es:
(yC − yj)2 + (xC − xj)2 = k2j
(yC − yi)2 + (xC − xi)2 = k2i
Como C ∈ r, enta˜o
yC = mxC + b (5.3)
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(mxC + b− yj)2 + (xC − xj)2 = k2j
(mxC + b− yi)2 + (xC − xi)2 = k2i
Donde resulta que:
(m2 + 1)x2C + [2m(b− yj)− 2xj ]xC + (b− yj)2 + x2j = k2j
(m2 + 1)x2C + [2m(b− yi)− 2xi]xC + (b− yi)2 + x2i = k2i
C devera´ ser o ponto de intercepc¸a˜o das duas para´bolas e, como tal,
[2m(b−yj)−2xj−2m(b−yi)+2xi]xC+(b−yj)2+x2j−(b−yi)2−x2i = k2j−k2i
xC =
k2j − k2i − (b− yj)2 − x2j + (b− yi)2 + x2i
2m(b− yj)− 2xj − 2m(b− yi) + 2xi
Por substituic¸a˜o, na Equac¸a˜o (5.3) facilmente resulta que:
yC = m
k2j − k2i − (b− yj)2 − x2j + (b− yi)2 + x2i
2m(b− yj)− 2xj − 2m(b− yi) + 2xi + b
O caso em que as duas cargas, I e J , com maior atracc¸a˜o admiss´ı-
vel apresentam o mesmo valor da abcissa, ou seja, xi = xj , e´ tratado
separadamente evitando, desta maneira, a situac¸a˜o de “declive infinito”,
veja-se a Figura 5.4.
A fusa˜o das duas cargas dara´ origem a um novo ponto C = (xC , yC),
em que xC = xi = xj e yC = kj ∗ (yi − yj) + yj .
O processo de atracc¸a˜o e posterior fusa˜o de pontos sera´ repetido ate´
que se obtenha o nu´mero de grupos, ou Sectores, pretendido.
A aplicac¸a˜o das atracc¸o˜es entre pontos de recolha com o objectivo
de construir sectores, tendo em conta as quantidades a recolher e as dis-
taˆncias entre esses pontos, resultou em duas consequeˆncias indesejadas:
i) o ra´pido crescimento de alguma das cargas, que iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o
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Figura 5.4: Junc¸a˜o de cargas com a mesma abcissa
ia “monopolizando” as atracc¸o˜es e ii) a falta de impedimento de unio˜es
entre pontos, levou a` gerac¸a˜o de soluc¸o˜es na˜o admiss´ıveis no sentido de
permitir juntar, num mesmo sector, pontos incompat´ıveis.
5.1.3 O “buraco negro” entre as cargas
Logo apo´s a primeira iterac¸a˜o, a carga resultante da agregac¸a˜o pela
atracc¸a˜o verifica um aumento dra´stico do seu volume (pela soma de car-
gas), levando a que a forc¸a que esse novo ponto exerce sobre os restantes
seja grande. Por essa raza˜o, na iterac¸a˜o seguinte, tal ponto sera´ um forte
candidato a entrar em nova unia˜o. O seu volume voltara´ a aumentar
e assim sucessivamente, enquanto na˜o for atingida a capacidade ma´-
xima permitida para o sector. Iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o, a varia´vel “carga”
apresenta-se com um peso cada vez maior do que o da varia´vel “distaˆn-
cia” levando a que cargas grandes consigam atrair de forma exagerada
pontos bastante distantes comportando-se como auteˆnticos buracos ne-
gros , impedindo que pares de pontos de menores dimenso˜es, embora
muito mais pro´ximos, se juntem.
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Numa primeira tentativa de resolver a dificuldade da “forc¸a exces-
siva” das cargas relativamente a`s distaˆncias, em vez de se considerar a
poteˆncia 2 (fixa) na distaˆncia (expressa˜o (5.2)) considerou-se um expo-
ente varia´vel que vai aumentando de cada vez que dois pontos se fundem,
resultando uma nova Matriz de Atracc¸o˜es Ad, veja-se a expressa˜o (5.4).
NIP representa o Nu´mero Inicial de Pontos (no exemplo anterior seria
igual a 9) e NS o Nu´mero corrente de Sectores (que, no mesmo exemplo,
comec¸aria por ser 9, depois 8, depois 7,... ate´ ao nu´mero pretendido de
sectores). Assim, ha´ a garantia de que, ao longo das iterac¸o˜es, o expo-
ente do denominador vai aumentando impedindo a valorizac¸a˜o excessiva
das cargas que aumenta pela unia˜o de pontos.1
||
−→
adij || = ||
−→
adji|| =
qi ∗ qj
d2+NIP−NSij
(5.4)
Para clarificac¸a˜o do que acaba de ser referido, apresenta-se, como
exemplo, na Figura 5.5, um conjunto de 20 pontos com diferentes cargas
distribu´ıdos aleatoriamente no plano. A soma das suas cargas e´ igual
a 2610. O objectivo e´ o de formar, com estes 20 pontos, 4 grupos ou
sectores de tal maneira que a cada sector na˜o possa estar associada uma
carga superior a 800 unidades.
Se se considerar as atracc¸o˜es calculadas como representadas na ex-
pressa˜o (5.2), como resultado obte´m-se o que se revela na Figura 5.6(a).
Aos 4 sectores assim constitu´ıdos correspondem as cargas de 780, 770,
770 e 290. Como esperado, constatou-se que, iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o, se
foi formando um so´ sector, enquanto na˜o era atingido o limite de 800.
Tal comportamento explica o facto de um dos sectores ter ficado com
dimenso˜es bem mais reduzidas do que os restantes.
No entanto, quando se aplicou a expressa˜o (5.4) a atracc¸a˜o passou a
1De notar que as distaˆncias em causa na˜o devera˜o apresentar valores inferiores
ou iguais a 1. Se, eventualmente, tal acontecer considera-se, no denominador, (1 +
dij)
2+NIP−NS
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Figura 5.5: Vinte pontos aleatoriamente distribu´ıdos
estar, ao longo das iterac¸o˜es, cada vez mais dependente das distaˆncias
entre os pontos e menos das suas cargas. Neste caso particular, os re-
sultados para os 4 sectores foram: 620, 570, 770 e 650 e encontram-se
representados na Figura 5.6(b). As soluc¸o˜es assim obtidas produziram
sectores mais equilibrados.
(a) (b)
Figura 5.6: Quatro sectores constitu´ıdos com base na (a) expressa˜o(5.2) (b)
expressa˜o (5.4)
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O ca´lculo das atracc¸o˜es atrave´s da expressa˜o (5.4) revelou-se mais
interessante do ponto de vista da aplicac¸a˜o do que o inicialmente apre-
sentado.
Na˜o descurando o contexto a que esta abordagem se destina, a reco-
lha de RSU, a segunda tentativa de resolver a dificuldade da “atracc¸a˜o
excessiva” passou por permitir que os pro´prios pontos de deposic¸a˜o en-
trassem no sistema de atracc¸a˜o como pontos fixos. A atracc¸a˜o que cada
ponto de deposic¸a˜o exerce sobre o sistema de pontos de recolha sera´
tanto maior quanto maior a sua capacidade de recepc¸a˜o. Para na˜o des-
curar a aplicac¸a˜o pra´tica, o procedimento proposto devera´ atender a que
os locais de deposic¸a˜o na˜o possuem todos a mesma capacidade para re-
ceber os res´ıduos (como referido no Cap´ıtulo 3). Assim, apo´s a escolha e
unia˜o do par de cargas que apresenta maior atracc¸a˜o, o novo ponto ob-
tido podera´ sofrer deslocamento por acc¸a˜o da forc¸a resultante exercida
pelos aterros.
Por exemplo, a 2 aterros como os representados na Figura 5.7 por
A1 e A2, esta˜o associadas, respectivamente, as cargas (capacidades de
recepc¸a˜o dos aterros) qA1 e qA2 em que qA1 > qA2. P , com carga qt,
representa o ponto resultante da atracc¸a˜o entre os pontos de recolha
P1 e P2, estes com cargas q1 e q2, respectivamente, de tal maneira que
qt = q1 + q2. Por influeˆncia (forc¸as atractivas) de cada um dos aterros,
P sofrera´ deslocamento para a posic¸a˜o P ′. Esta nova posic¸a˜o e´ obtida
pela resultante das forc¸as exercidas pelos dois aterros (
−−→
PP ′).
A situac¸a˜o retratada na Figura 5.8 foi obtida pelo acre´scimo de dois
aterros (triaˆngulos vermelhos) ao exemplo anteriormente apresentado
(Figura 5.5). Aos dois aterros foram atribu´ıdas, ao acaso, as cargas de
250 e 150. Na Figura 5.8(a) esta˜o representados os 4 sectores obtidos
pelo uso da expressa˜o (5.2) no ca´lculo das atracc¸o˜es. As cargas totais
para cada um dos 4 sectores apresentam-se visivelmente desequilibradas
com valores de 780, 800, 790 e 240. No entanto, se para ale´m de se
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Figura 5.7: Acc¸a˜o de dois pontos de deposic¸a˜o sobre a carga resultante P
considerar a existeˆncia dos 2 aterros for considerada a expressa˜o (5.4)
no ca´lculo das atracc¸o˜es, o resultado e´ o que apresenta na Figura 5.8(b)
onde se verifica um melhor equil´ıbrio entre as cargas dos sectores: 640,
710, 590 e 670.
(a) (b)
Figura 5.8: Quatro sectores constitu´ıdos com 2 aterros e (a) expressa˜o(5.2)
(b) expressa˜o (5.4)
Os resultados obtidos quando se consideraram os aterros e os expoen-
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tes crescentes do denominador nos ca´lculos das atracc¸o˜es mostraram-se,
no exemplo considerado, mais interessantes que os restantes no que diz
respeito aos desvios relativamente a` me´dia das cargas em cada sector.
5.1.4 Relac¸a˜o entre duas cargas nem sempre atractiva
Na subsecc¸a˜o anterior foi apresentado o caso mais simples no qual a
relac¸a˜o entre os diferentes pontos e´ sempre atractiva. Mas tal na˜o acon-
tece sempre e esse e´ um segundo obsta´culo. Descrevem-se de seguida
duas situac¸o˜es em que forc¸as repulsivas podera˜o fazer todo o sentido. A
primeira refere-se ao caso em que diferentes contentores na˜o podera˜o ser
servidos pelo mesmo ve´ıculo. Suponha-se, por exemplo, dois contento-
res bastante pro´ximos: um enterrado e um outro localizado numa rua
bastante estreita. O contentor enterrado obriga ao uso de um camia˜o
com grua que, geralmente, apresenta grande dimensa˜o. O contentor na
rua estreita na˜o pode ser servido pelo mesmo camia˜o dada a sua dimen-
sa˜o. Desta situac¸a˜o resulta que, apesar de pro´ximos, dois contentores
ou conjuntos de contentores podera˜o estar impedidos de pertencer ao
mesmo sector. Uma outra situac¸a˜o, completamente distinta da anterior,
envolve a periodicidade da recolha. Vulgarmente, numa dada regia˜o, as
diferentes localidades apresentam diferentes necessidades quanto a` peri-
odicidade de recolha. Esta periodicidade esta´ muitas vezes relacionada
com a densidade populacional; a proximidade de escolas, hospitais e es-
pac¸os pu´blicos de maior aflueˆncia de uma forma geral. Podera˜o existir
zonas em que a necessidade de recolha e´ dia´ria e outras em que apenas
se exija um servic¸o trissemanal ou bissemanal. Imagine-se a situac¸a˜o
em que alguns contentores em determinadas zonas, devam ser recolhi-
dos treˆs vezes por semana e outros em que essa periodicidade e´ o dobro
da anterior. O plano de recolha semanal e´, nestes casos, composto por
treˆs per´ıodos de 2 dias. Quando se constro´i o plano de recolha para dois
dias, a quantidade de res´ıduos, nas zonas que apresentam maior periodi-
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cidade, ira´ “duplicar”. Na pra´tica, obter-se-ia um gra´fico semelhante ao
apresentado na Figura 5.5 em que alguns pontos seriam duplos, ou seja,
estariam sobrepostos. No entanto, embora esses pontos coincidam eles
na˜o podera˜o pertencer ao mesmo sector. Tal implicaria que os mesmos
contentores seriam recolhidos duas vezes no mesmo dia pois res´ıduos que
pertencem ao mesmo sector sa˜o recolhidos no mesmo circuito.
Figura 5.9: Nu´mero de visitas do ve´ıculo colector aos quatro pontos, em dois
dias (1 ou 2 vezes)
A Figura 5.9 apresenta, a t´ıtulo de exemplo, uma situac¸a˜o em que a
recolha nos diferentes 4 pontos exige diferentes periodicidades de recolha.
Suponha-se ainda que se pretende estabelecer o plano de recolha para
dois dias consecutivos uma para segunda-feira e outra para terc¸a-feira.
No total dos dois dias, os pontos 1 e 2 tera˜o que ser recolhidos duas
vezes e os pontos 3 e 4 apenas uma. A cada ponto acrescera´ um nu´mero
de co´pias (pontos exactamente iguais) que correspondera˜o ao nu´mero de
recolhas, ver Figura 5.10.
Deixa assim de se considerar quatro pontos de recolha para passarem
a ser considerados seis. No entanto, os pontos 1a e 1b e os pontos 2a
e 2b nunca podera˜o fazer parte da mesma rota. Tal significaria que o
mesmo ponto era recolhido duas vezes no mesmo dia.
Na Lei de Coulomb, que descreve a interacc¸a˜o entre dois pontos
electricamente carregados, a forc¸a resultante tanto podera´ ser atractiva
como repulsiva, dependendo do valor da carga, veja-se a Figura 5.11. Se
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Figura 5.10: Cada ponto com tantas co´pias quanta a necessidade de recolha
as duas cargas teˆm o mesmo sinal sera´ repulsiva, se as duas cargas teˆm
sinais opostos, sera´ atractiva.
Figura 5.11: Sentido da forc¸as exercidas entre pontos com cargas iguais e
cargas distintas
O caso aqui tratado e no qual se espelha a inspirac¸a˜o da conhecida
Lei ficaria empobrecido se apenas se considerasse a “dicotomia” definida,
ou seja, atracc¸o˜es e repulsas. Foram algumas as situac¸o˜es pra´ticas que
levaram a considerar mais possibilidades no momento da formac¸a˜o dos
sectores. Para ale´m do impedimento de unir pontos, como os descritos
anteriormente, ha´ casos em que e´ referido “seria conveniente, na˜o obriga-
to´rio, que dois pontos de recolha pertenc¸am ao mesmo sector”; ou enta˜o,
o contra´rio, “unir dois pontos na˜o seria conveniente”. A experieˆncia dos
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intervenientes no processo do desenho de sectores foi um factor relevante
que se tomou em considerac¸a˜o na definic¸a˜o destas hipo´teses.
Quando considerada toda a informac¸a˜o dispon´ıvel, poder-se-a´ asso-
ciar ao conjunto dos pontos de recolha uma Matriz de Sinal, sime´trica,
de diagonal nula, S = [sij ], i, j = 1, ..., n, tal que,
sij =

−1 , pontos i e j apresentam repulsa
−0, 5 , pontos i e j apresentam repulsa moderada
0 , pontos i e j na˜o se relacionam
0, 5 , pontos i e j apresentam alguma afinidade
1 , pontos i e j apresentam muita afinidade
Com o intuito de exemplificar o exposto, suponha-se a situac¸a˜o com-
posta por apenas cinco contentores com a Matriz de Sinal, S, seguinte:
S =

0 0 1 −0, 5 1
0 0 0, 5 0 1
1 0, 5 0 1 −1
−0, 5 0 1 0 1
1 1 −1 1 0

.
Se, ao ca´lculo da Matriz de Atracc¸a˜o, Ad, apresentada anteriormente,
se acrescentar informac¸a˜o relativa ao “sinal”, poder-se-a´ obter uma nova
Matriz de Atracc¸a˜o, A′, como se indica na expressa˜o (5.5).
||−→a′ij || = ||
−→
a′ji|| =
qi ∗ qj
d2+NIP−NSij
∗ (sij + 1) (5.5)
Ao estudar a atracc¸a˜o entre dois pontos de carga, cinco situac¸o˜es
distintas podera˜o ocorrer:
1. a′ij = 0 - resultante do confronto entre dois pontos que se repelem
(no exemplo apresentado anteriormente, poder-se-a´ dizer que a′35 =
0);
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2. a′ij =
qi×qj
d2ij
× 0, 5 - resultante de situac¸o˜es de alguma repulsa (no
exemplo, ter-se-ia a′14 =
q1×q4
d214
× 0, 5);
3. a′ij =
qi×qj
d2ij
×1 - resultante de situac¸o˜es de indiferenc¸a (no exemplo,
a′24 =
q2×q4
d224
);
4. a′ij =
qi×qj
d2ij
× 1, 5 - resultante de situac¸o˜es com alguma afinidade
(no exemplo, a′32 =
q3×q2
d232
× 1, 5);
5. a′ij =
qi×qj
d2ij
× 2 - resultante do confronto entre dois pontos com
bastante afinidade (no exemplo, a′34 =
q3×q4
d234
× 2).
Havera´ assim uma maior probabilidade (na˜o obrigatoriedade) de, na
iterac¸a˜o seguinte, pontos com maior afinidade ficarem unidos num so´.
Suponha-se, na continuac¸a˜o do exemplo apresentado que, a′23 =
max{a′ij : i, j = 1, ..., n; i 6= j}. Tal significa que os pontos 2 e 3 sa˜o
os pontos que apresentam maior atracc¸a˜o e, como tal, sendo respeitadas
as restric¸o˜es de capacidade, seguir-se-a´ uma “fusa˜o” entre eles. Os cinco
pontos dara˜o assim origem a apenas quatro cuja sequeˆncia se encontra
descrita na Figura 5.12.
Figura 5.12: Junc¸a˜o dos pontos 2 e 3 na iterac¸a˜o I2
Sendo D = {−1;−0, 5; 0; 0, 5; 1}, considere-se ainda a operac¸a˜o co-
mutativa ∆ em D tal que,
∆ : D×D→ D
(di, dj) 7→ ∆(di, dj)
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Tabela 5.1: Operac¸a˜o ∆
∆ −1 −0, 5 0 0, 5 1
−1 -1 -1 -1 -1 -1
−0, 5 -1 -0,5 -0,5 -0,5 -0,5
0 -1 -0,5 0 0,5 1
0, 5 -1 -0,5 0,5 0,5 0,5
1 -1 -0,5 1 0,5 1
definida na Tabela 5.1.
Pode dizer-se assim que, ∀a, b ∈ {−1;−0, 5; 0; 0, 5; 1};
• ∆(a,−1) = ∆(−1, a) = −1, ou seja, −1 e´ o elemento absorvente
de ∆;
• ∆(a, 0) = ∆(0, a) = a, ou seja, 0 e´ o elemento neutro de ∆;
• ∆(a, b) = ∆(b, a) = min{(a, b) : a, b 6= 0}.
De cada vez que dois pontos se unem num mesmo grupo (sector),
iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o, a matriz A′ vai reduzindo a sua dimensa˜o resul-
tando uma nova matriz de sinal que reflecte as relac¸o˜es entre os novos
sectores encontrados. Para tal, a` matriz de sinal S anteriormente apre-
sentada foi acrescentado o ı´ndice u que se refere a` iterac¸a˜o em causa,
Su, passando a designar-se a anteriormente apresentada matriz S = [sij ]
por S1 = [s
1
ij ].
Voltando ao exemplo anterior, apo´s a junc¸a˜o dos pontos 2 e 3, a nova
matriz de Sinal, S2, sime´trica, sera´ dada por:
S2 =

s111 s
1
14 s
1
15 ∆(s
1
12, s
1
13)
− s144 s145 ∆(s142, s143)
− − s155 ∆(s152, s153)
− − − 0
=
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=

0 −0, 5 1 ∆(0, 1)
− 0 1 ∆(0, 1)
− − 0 ∆(1,−1)
− − − 0
 =

0 −0, 5 1 0
− 0 1 0
− − 0 −1
− − − 0
 .
De notar o facto de, inicialmente, os pontos 2 e 3 apresentarem,
respectivamente, atracc¸a˜o e repulsa pelo ponto 5. Ao formar um sector
constitu´ıdo por esses mesmos dois pontos (2 e 3), este passa a repulsar
o ponto 5 pois 3 e 5 esta˜o impossibilitados de pertencerem ao mesmo
grupo.
E´ de salientar que o sucesso deste procedimento podera´ estar com-
prometido se o nu´mero de “incompatibilidades” for excessivo. Sendo
“−1” o elemento absorvente da operac¸a˜o “∆”, demasiados “−1” levara˜o,
iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o, a uma ra´pida proliferac¸a˜o deste valor por toda a
matriz de Sinal o que dara´ origem a grupos cuja fusa˜o na˜o e´ deseja´vel.
Situac¸o˜es de incompatibilidade, tal como acontece no caso pra´tico da
recolha de res´ıduos urbanos, devera˜o ser consideradas como a excepc¸a˜o,
na˜o a regra.
5.1.5 Avaliac¸a˜o da qualidade dos sectores obtidos
Tal como foi referido no Cap´ıtulo 2, dedicado a` revisa˜o da literatura,
consideram-se, de uma maneira geral, “bons” sectores aqueles que apre-
sentam caracter´ısticas “interessantes” ao n´ıvel do equil´ıbrio, da com-
pacidade e da contiguidade.
No desenvolvimento que agora se apresenta, as treˆs medidas foram
tidas em considerac¸a˜o na avaliac¸a˜o feita aos sectores obtidos.
5.1.5.1 Avaliac¸a˜o do Equil´ıbrio entre sectores
Para evitar discrepaˆncias entre sectores sera´ conveniente que as quan-
tidades recolhidas em cada sector na˜o apresentem diferenc¸as significati-
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vas. Maiores quantidades recolhidas, em limite, podera˜o provocar mais
idas a aterro, logo provocando maiores distaˆncias percorridas. A avalia-
c¸a˜o do equil´ıbrio entre sectores passa por identificar o afastamento que
cada sector apresenta relativamente ao valor me´dio. Na pra´tica, cor-
responde a calcular o desvio padra˜o corrigido, s′, da procura em cada
sector, ou seja, uma medida de variabilidade relativamente ao valor me´-
dio da procura, q. Isto e´, apo´s ser calculada a me´dia da quantidade a
recolher em cada um dos n sectores, q, expressa˜o (5.6), procede-se ao
ca´lculo de s′q: do afastamento das quantidades nos diferentes sectores,
qi, relativamente a` quantidade me´dia, q, expressa˜o (5.7).
q =
n∑
i=1
qi
n
(5.6)
s′q =
√√√√ 1
n− 1 ∗
n∑
i=1
(qi − q)2 (5.7)
Se o objectivo passar por comparar diferentes cena´rios, ou seja, gru-
pos de sectores constru´ıdos em diferentes instaˆncias, tentando compre-
ender que grupo apresenta maior equil´ıbrio, e´ utilizado, para compara-
c¸a˜o, o Coeficiente de Variaˆncia (Amostral), CVq (5.8), Carlson e Thorne
[1997].
CVq =
s′q
q
(5.8)
Trata-se de uma “caracter´ıstica amostral de dispersa˜o que relativiza
o desvio padra˜o em termos da me´dia” (Pestana e Velosa [2002]), uma
medida adimensional.
Sendo o equil´ıbrio entre sectores uma caracter´ıstica importante ela
na˜o e´ u´nica. A simples apresentac¸a˜o da quantidade contida em cada um
dos sectores reduz bastante a informac¸a˜o sobre os sectores. Retomando
o exemplo da Figura 5.5 em que, num sistema composto por vinte pontos
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aleato´rios, foram constru´ıdos quatro sectores com recurso a`s atracc¸o˜es
determinadas por (5.2) ou por (5.4) e em que se adicionou informac¸a˜o
para identificar que pontos fazem parte de cada sector. Na Figura 5.13(a)
esta˜o representados, a quatro cores distintas, os pontos que formam
cada um dos quatro sectores definidos pela expressa˜o (5.2). Ja´ a Figura
5.13(b) apresenta os pontos de cada um dos 4 sectores retratados quando
e´ usada a expressa˜o (5.4).
(a) (b)
Figura 5.13: Exemplo revisitado, com 2 aterros e 4 sectores a diferentes cores
usando a atracc¸a˜o obtida por (a) expressa˜o(5.2) (b) expressa˜o (5.4)
O reforc¸o das distaˆncias relativamente a`s cargas, no ca´lculo das atrac-
c¸o˜es entre os pontos (uso da expressa˜o 5.4), para ale´m de apresentar, no
exemplo dado, um melhor equil´ıbrio das quantidades, reflecte uma me-
lhor distribuic¸a˜o dos sectores. Quando se comparam as distribuic¸o˜es
das diferentes cores nas duas figuras (Figura 5.13(a) e Figura 5.13(b))
verifica-se que a “mistura” entre sectores e´ inferior no 2o caso, ou seja,
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ha´ um melhor desenho dos sectores obtidos. Mostra-se assim, como
mencionado, que importa ter em considerac¸a˜o outras caracter´ısticas dos
sectores.
5.1.5.2 Avaliac¸a˜o da Contiguidade dos sectores
A contiguidade dos sectores e´ uma das caracter´ısticas importantes a
ter em conta no momento de avaliar a sua qualidade. Pretende-se assim
que as “intersecc¸o˜es entre sectores” seja mı´nima, ou seja, sera´ deseja´vel
que os percursos dos ve´ıculos colectores se cruzem o menos poss´ıvel.
Relativamente a` contiguidade foram aqui consideradas duas situac¸o˜es
distintas: Contiguidade fraca e Contiguidade forte.
Considere-se o grafo representativo das ligac¸o˜es entre pontos onde a
recolha devera´ ser efectuada. A Figura 5.14 apresenta um exemplo de
um grafo com 16 ve´rtices onde se pretendem construir dois sectores.
Figura 5.14: Exemplo de um grafo com 16 ve´rtices
Contiguidade fraca
Um sector possui contiguidade fraca se o subgrafo que o representa,
induzido pelos ve´rtices e pelas ligac¸o˜es entre eles for conexo, ou seja, se
for poss´ıvel chegar de um ve´rtice a qualquer outro do mesmo sector sem
passar por ve´rtices de outros sectores.
No seguimento do exemplo, veja-se a Figura 5.15 onde esta˜o retra-
tadas duas situac¸o˜es distintas na formac¸a˜o de dois sectores: o sector
vermelho e o sector verde. Do lado esquerdo, Figura 5.15(a), os dois
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sectores na˜o apresentam contiguidade fraca; a` direita, Figura 5.15 (b),
reflecte um exemplo onde se verifica contiguidade fraca.
(a) (b)
Figura 5.15: Dois sectores (a) sem contiguidade fraca (b) com contiguidade
fraca
Contiguidade forte
Um sector possui contiguidade forte se a a´rea do menor pol´ıgono convexo
que conte´m todos os ve´rtices que o compo˜em na˜o se sobrepo˜e a` de outro
sector.
Esta propriedade e´ mais exigente do que a anterior. Na maioria dos
casos, na˜o existindo contiguidade fraca entre sectores, na˜o existira´, entre
eles, contiguidade forte.
Nos exemplos representados na Figura 5.16 (a) esta˜o representados
dois sectores que na˜o apresentam contiguidade forte, contrariamente ao
que acontece na Figura 5.16 (b). De notar que nos dois casos ha´ presenc¸a
de contiguidade fraca.
O desenvolvimento que posteriormente se apresenta trata unicamente
a situac¸a˜o da contiguidade fraca. A raza˜o deve-se ao facto de, no caso
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(a) (b)
Figura 5.16: Dois sectores com contiguidade fraca e (a) sem contiguidade
forte (b) com contiguidade forte
pra´tico aqui descrito, fazer mais sentido o foco estar dirigido a`s liga-
c¸o˜es, ou seja, a`s estradas que ligam as localidades do que aos desenhos
“ae´reos” produzidos pelos sectores. Na˜o havendo, a partir daqui, con-
fusa˜o nas denominac¸o˜es, entenda-se como contiguidade o que se definiu
anteriormente como contiguidade fraca.
Considere-se o grafo original G = (V,E), com |V | = N , no qual
se formaram K sectores (K < N). A avaliac¸a˜o da contiguidade dos
K sectores e´ feita com base nas matrizes de adjaceˆncia obtidas dos K
subgrafos, G′s = (V ′s , E′s) (s = 1, ...,K), em que V ′s representa o conjunto
dos ve´rtices de Gs que fazem parte do s-e´simo sector e E
′
s o conjunto
das arestas de Gs que ligam ve´rtices de V
′
s .
Na formac¸a˜o de K sectores considere-se |V ′s | = ns o nu´mero de fre-
guesias do sector s. Para cada um dos subgrafos G′s considere-se ainda
a matriz M s = [mswj ]w,j=1,...,ns , sime´trica, de diagonal nula, em que,
mswj =
 1 se no sector s existe percurso entre w e j0 caso contra´rio
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M s =

0 ms12 m
s
13 ... m
s
1ni
ms21 0 m
s
23 ... m
s
2ni
...
...
...
. . .
...
msns1 m
s
ns2 m
s
ns3 ... 0
 .
Se, para todo o j ∈ {1, ..., ns} se verificar que
ns∑
w=1
mswj = ns − 1,
ou, de forma equivalente, para todo o w ∈ {1, ..., ns} se verificar que
ns∑
j=1
mswj = ns − 1, enta˜o o sector s e´ cont´ıguo.
Na sequeˆncia do exposto pode dizer-se que se, para algum j ∈
{1, ..., ns} se verificar que
ns∑
w=1
mswj < ns − 1 enta˜o o sector s na˜o e´
cont´ıguo, isto e´, existe, pelo menos, um ve´rtice no sector s ao qual na˜o
e´ poss´ıvel aceder partindo de pelo menos um dos outros ve´rtices desse
sector (sob o grafo G′s). No entanto o “grau de contiguidade” de um
sector pode ser diverso. Sera´ com certeza diferente afirmar que um sec-
tor constitu´ıdo por 60 pontos na˜o e´ cont´ıguo por apenas um dos 60 na˜o
estar ligado aos restantes da situac¸a˜o em que um sector com 20 pontos
apresentar 3 ou 4 completamente isolados ou ate´ mesmo esses 3 ou 4
pontos formarem eles pro´prios um outro grafo conexo. Pelas razo˜es ex-
postas usou-se como medida de contiguidade para cada um dos sectores
K sectores o quociente apresentado na expressa˜o (5.9)
cs =
ns∑
j=1
(
ns∑
w=1
mswj)
ns(ns − 1) (5.9)
Em qualquer sector s, verifica-se que 0 ≤ cs ≤ 1.
Mas o objectivo passa por avaliar na˜o apenas a contiguidade num
sector mas a contiguidade me´dia, c¯, no conjunto dos sectores obtidos.
Para o ca´lculo dessa me´dia devera´ ser tida em considerac¸a˜o a dimen-
sa˜o, ou seja, o nu´mero de pontos que constituem cada sector, expressa˜o
(5.10).
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c¯ =
K∑
s=1
cs × ns
N
. (5.10)
O valor de c¯ devera´ estar compreendido sempre entre 0 e 1 sendo
deseja´vel que c¯ se situe o mais pro´ximo poss´ıvel de 1.
A` luz do que foi exposto sobre metagrafos e sendo o grafo que define
os ve´rtices e ligac¸o˜es dentro de cada freguesia conexo, se se considerar
a unidade freguesia como um metave´rtice, um sector diz-se cont´ıguo se
o submetagrafo que o define e´ conexo. Esta forma mais condensada
de olhar para a estrutura sector traduz-se numa mais fa´cil e ra´pida
verificac¸a˜o da sua qualidade ao n´ıvel da contiguidade.
5.1.5.3 Avaliac¸a˜o da Compacidade dos sectores
Esta u´ltima caracter´ıstica, a compacidade, no conjunto das treˆs abor-
dadas, poder-se-a` admitir como a que apresenta maiores dificuldades na
sua avaliac¸a˜o quantitativa. Isto e´, na˜o e´ fa´cil atrave´s de um simples nu´-
mero ou conjunto de nu´meros, tirar concluso˜es precisas quanto a` compa-
cidade de um sector. A medida proposta envolve duas grandezas: uma
distaˆncia linear, dist, do sector e a procura que lhe esta´ associada. A
noc¸a˜o de “compacto” aparece aqui ligada, de alguma forma, a` noc¸a˜o de
“densidade”.
Tratando-se de uma medida relativa, ou seja, que servira´ apenas
para comparac¸a˜o entre sectores e no intuito de simplificac¸a˜o de ca´lculos,
a medida de compacidade, para cada sector s, ds, fica definida pelo
quociente apresentado na expressa˜o (5.11),
ds =
∑
j
qij
dist(os, ps)
(5.11)
em que qij representa a carga ou a procura no j-e´simo ponto do sector s
e dist(os, ps) a distaˆncia entre o centro´ide do sector s, os, e o ponto do
154 Cap´ıtulo 5. Dividir para resolver: Sectores e Rotas
sector s, ps, que se encontra mais afastado de os.
Maiores valores de ds representam maiores valores de compacidade,
ou seja, “maior densidade” do sector s.
E´ importante salientar que a medida considerada na˜o garante a com-
pacidade em absoluto (isto e´, formas perfeitamente redondas), no en-
tanto, identifica situac¸o˜es de excesso de dispersa˜o e revelando melhores
valores em sectores onde exista uma maior concentrac¸a˜o de cargas.
Tome-se o exemplo da Figura 5.17. Os dois sectores em causa apre-
sentam equil´ıbrio em termos da quantidade (totais de cargas exacta-
mente iguais) mas as distribuic¸o˜es dos pontos que os formam sa˜o distin-
tas. Ou seja, as cargas encontram-se distribu´ıdas por seis pontos ideˆn-
ticos que apenas diferem entre sectores nas suas posic¸o˜es. O triaˆngulo
representa, em cada uma das situac¸o˜es, o respectivo centro´ide.
Figura 5.17: Dois sectores com a mesma quantidade e os respectivos centro´ides
Apesar de partilharem algumas semelhanc¸as, os dois sectores apre-
sentados na Figura 5.17 na˜o apresentam a mesma qualidade ao n´ıvel
da compacidade. Basta verificar, na Figura 5.18, que as distaˆncias de
cada centro´ide aos pontos mais afastados, em cada caso, sa˜o diferen-
tes. Pelo exposto relativamente ao que aqui se define como compacidade
pode afirmar-se que o sector do lado esquerdo e´ mais compacto do que
o sector do lado direito.
5.1. Sectores 155
Figura 5.18: Dois sectores e as respectivas circunfereˆncias de maior raio cen-
tradas no centro´ide
A noc¸a˜o de compacidade envolve o conceito de concentrac¸a˜o ou, e
olhando para a aplicac¸a˜o pra´tica, de densidade de res´ıduos a recolher.
Tal significa que a medida de compacidade, a` luz daquilo que aqui se
define, pode ir para la´ da deseja´vel forma “arredondada” referida no Ca-
p´ıtulo 2. Tome-se o exemplo da Figura 5.19 onde esta˜o retratadas duas
situac¸o˜es que apesar de apresentarem o desejado formato, na˜o possuem
igual compacidade. Os sectores sa˜o formados por pontos azuis e verdes,
estes u´ltimos de reduzida carga. Numa situac¸a˜o de recolha de res´ıduos
poder-se-ia afirmar que a quantidade de res´ıduo a recolher no sector a`
direita e´ superior ao da esquerda, levando a concluir que, apesar das
distaˆncias do centro´ide ao ponto mais afastado serem iguais nos 2 casos,
o sector da direita e´ mais compacto do que o da esquerda.
Por fim, bons sectores devera˜o apresentar em me´dia, compacidade
elevada, expressa˜o (5.12), nunca perdendo de vista o facto extremamente
importante da semelhanc¸a entre sectores ser a maior poss´ıvel, ou seja, a
variabilidade entre sectores, expressa˜o (5.13), conve´m que seja pequena.
d¯ =
K∑
i=1
di
K
(5.12)
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Figura 5.19: Diferentes compacidades em dois sectores com cargas diferentes
e distaˆncias iguais dos centro´ides aos seus pontos mais afastados
CVd =
s′d
d¯
(5.13)
em que o desvio, s′d, e´ calculado como indica a expressa˜o (5.14).
s′d =
√√√√ 1
K − 1 ×
K∑
i=1
(di − d)2 (5.14)
5.1.6 Heur´ısticas de melhoramento
Em suma e tal como foi referido na secc¸a˜o anterior, a avaliac¸a˜o da
qualidade dos sectores passa por analisar treˆs medidas.
• Equil´ıbrio - a variabilidade entre as cargas de cada sector devera´
ser a menor poss´ıvel relativamente a` me´dia (pro´xima de 0);
• Contiguidade - o valor da me´dia ponderada do nu´mero de ve´r-
tices cont´ıguos para a totalidade dos sectores devera´ ser o maior
poss´ıvel (quanto mais pro´ximo de 1, melhor);
• Compacidade - a variabilidade da compacidade relativamente
ao valor me´dio devera´ ser o menor poss´ıvel (o mais perto de 0
poss´ıvel).
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5.1.6.1 Trocas maiores - Troca de elementos entre sectores
Para ilustrar a heur´ıstica desenvolvida, comec¸a-se por apresentar um
exemplo simples. Considere-se assim a Figura 5.20, com um grafo defi-
nido, como habitualmente, por G = (V,E) em que |V | = 16, |E| = 24 e
uma carga total igual a 136 unidades.
Figura 5.20: Grafo com 16 ve´rtices, 24 arestas e uma carga total (procura
total) de 136
Suponha-se que se pretende constituir 2 sectores com uma carga que
na˜o podera´ ultrapassar o valor 72 (136 < 2× 72).
Na˜o havendo informac¸a˜o relativamente a poss´ıveis incompatibilida-
des entre ve´rtices e aplicando a ja´ referida “atracc¸a˜o entre cargas” com
crescimento do exponente do denominador (expressa˜o (5.4)), obte´m-se
como resultado o exposto na Figura 5.21: o sector 0 representado pelos
c´ırculos vermelhos e o sector 1 pelos verdes.
Em termos quantitativos e tendo em conta as treˆs caracter´ısticas
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Figura 5.21: Dois sectores representados a verde e a vermelho
usadas pode dizer-se que:
Equil´ıbrio:
q0 = 69, q1 = 67, q¯ = 68 e CVq = 0.020797
Contiguidade:
c0 = 1.0, c1 = 1.0 e c¯ = 1.0
Compacidade:
d0 = 27.054915, d1 = 21.925269, d¯ = 24.490092 e CVd = 0.148109
Em poucas palavras, a heur´ıstica de melhoria na construc¸a˜o dos sec-
tores consistira´ na troca de ve´rtices entre sectores de maneira a conseguir
melhorar a qualidade dos sectores obtidos. A escolha dos ve´rtices que
ira˜o “saltar” de um sector para outro baseia-se na identificac¸a˜o do “elo
mais fraco” dentro de cada sector, ou seja, remoc¸a˜o e troca dos u´ltimos
ve´rtices a entrarem na constituic¸a˜o dos sectores.
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O processo de “junc¸a˜o” de ve´rtices faz-se, iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o,
sempre pela ordem dos pares mais atractivos para os menos atractivos.
Tal significa que, se se acompanhar a ordem de entrada dos ve´rtices
num determinado sector, pode-se concluir quanto a` importaˆncia do ve´r-
tice dentro do sector. De uma maneira geral, os u´ltimos pontos a entrar
num sector sa˜o aqueles que, embora na˜o apresentem repulsa, sa˜o os “me-
nos deseja´veis” no grupo. Verificou-se que os u´ltimos pontos que aderem
a um sector sa˜o geralmente aqueles que se encontram mais afastados,
que contribuem para uma diminuic¸a˜o da qualidade do sector especial-
mente ao n´ıvel da contiguidade e, mais ainda, da compacidade. Como
tal, procedeu-se ao estudo da ordem das atracc¸o˜es nos sectores tentando
melhorar a qualidade do resultado obtido. As ordens das atracc¸o˜es ge-
radas, iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o e uma para cada sector, foram expressas
numa A´rvore de Atracc¸o˜es fazendo lembrar o usual dendograma numa
ana´lise de clusters.
Na continuac¸a˜o do exemplo anterior, os dois sectores gerados apre-
sentam as A´rvores de Atracc¸o˜es apresentadas na Figura 5.22.
Figura 5.22: As A´rvores de Atracc¸o˜es dos 2 sectores (a` esquerda referente ao
sector 0, a` direita ao sector 1)
Por observac¸a˜o das duas A´rvores de Atracc¸o˜es geradas pode-se con-
cluir que os ve´rtices 12 e 1 foram os u´ltimos a ser inclu´ıdos nos sectores
0 e 1, respectivamente. (De notar que apenas foi considerada a troca
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ve´rtice a ve´rtice mas o mesmo racioc´ınio poderia ser aplicado a` troca de
conjuntos de ve´rtices.) A heur´ıstica de melhoria da qualidade dos sec-
tores que aqui se propo˜e sugere a troca, entre os sectores, dos ve´rtices
que apresentem ligac¸o˜es“mais fracas”na respectiva A´rvore de Atracc¸o˜es.
No exemplo apresentado corresponderia a trocar os ve´rtices 12 e 1 de
sector, ou seja, o ve´rtice 12 passaria para o sector 1 e o ve´rtice 1 para o
sector 0. Em primeiro lugar, ha´ que recalcular as quantidades totais nos
novos sectores assim formados. No caso da troca provocar, em algum
dos sectores, um aumento da carga de tal maneira que seja superior a`
quantidade ma´xima permitida, e´ calculada a percentagem de excesso e
perguntado ao decisor se considera que tal valor e´ ainda admiss´ıvel. De
notar que no caso pra´tico aqui tratado, da recolha de RSU, o facto da
carga (quantidade de res´ıduo a recolher) ultrapassar a quantidade ma´-
xima permitida para o sector em 2 ou 3% podera´ na˜o ser preocupante
visto as quantidades a recolher serem calculadas por estimativa, havendo
alguma margem de seguranc¸a. Apo´s esta fase, os valores obtidos para
o equil´ıbrio, bem como para a contiguidade e para a compacidade sa˜o
comparados. Nova troca podera´ ser feita entre outro par de pontos e
novas comparac¸o˜es sa˜o estabelecidas de maneira a encontrar o que se
afigura ser o melhor cena´rio, caso exista.
Voltando ao exemplo, a alterac¸a˜o dos sectores pela troca dos ve´rtices
12 e 1 na˜o parece ser uma boa escolha, ver Figura 5.23. A carga no sector
0 ultrapassa a quantidade ma´xima estipulada passando de 69 para 78,
o CVq aumenta para 0.207973. Ale´m do mais, e no que diz respeito a`
contiguidade, um dos sectores, o sector 0, deixou de ser cont´ıguo levando
a` diminuic¸a˜o de c¯. Nem mesmo a compacidade melhorou. Verificou-se
um aumento no valor de CVd para 0.217229. Em qualquer uma das
vertentes analisadas e perante o que aqui foi descrito, a troca dos dois
ve´rtices na˜o parece ser uma boa opc¸a˜o.
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Figura 5.23: Sectores apo´s a troca dos ve´rtices
Escolha e reforc¸o de “sementes” entre ve´rtices incompat´ı-
veis
A ideia de “semente” no contexto da construc¸a˜o de sectores na˜o e´ nova.
Em Moura˜o et al. [2009], tanto nas heur´ısticas de duas fases como no
me´todo de melhor inserc¸a˜o apresentados e´ usado o conceito de “tarefa-
semente” (seed-task). E´ escolhida uma aresta obrigato´ria depois, se-
gundo algum dos crite´rios apresentados, sa˜o escolhidas, uma a uma,
outras arestas obrigato´rias, afastadas umas das outras, ate´ se obter o
desejado nu´mero de sectores. Cada uma destas arestas funcionara´ como
“auteˆntica semente” de onde ira´ germinar uma rota. Toda a aresta de
passagem obrigato´ria devera´ ser inclu´ıda em alguma dessas rotas.
O recurso ao termo “semente” no contexto desta tese, na˜o sendo o
mesmo, apresenta algumas semelhanc¸as com o de Moura˜o et al. [2009].
Em situac¸o˜es em que existe um conjunto de ve´rtices que se repulsam
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entre si eles na˜o podem pertencer ao mesmo sector. Independentemente
das distaˆncias entre eles, pode atribuir-se o papel de “semente” a cada
um desses ve´rtices.
Designa-se como reforc¸o das sementes a duplicac¸a˜o da atracc¸a˜o entre
os restantes ve´rtices (na˜o-sementes) que ligam a apenas uma das semen-
tes. Desta maneira e´ constru´ıda, sempre que poss´ıvel, em torno de cada
ve´rtice do conjunto dos incompat´ıveis (sementes) uma “fortaleza” para
a criac¸a˜o dos sectores. Este procedimento propicia a contiguidade e a
compacidade.
A Figura 5.24 reflecte, com um pequeno exemplo, a ideia em causa.
Suponha-se que os ve´rtices verde e vermelho da Figura 5.24(a) na˜o po-
dem pertencer ao mesmo sector, ou seja, ha´ repulsa entre os dois. Dos
restantes ve´rtices, aqueles que ligam apenas a um e so´ desses dois, dupli-
cam a sua forc¸a atractiva com esse ve´rtice, Figura 5.24(b), aumentando
assim a possibilidade de pertenceram ao mesmo sector no final.
(a) (b)
Figura 5.24: (a) A verde e a vermelho dois pontos com repulsa (b) Reforc¸o
da atracc¸a˜o entre os verdes e entre os pontos vermelhos
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5.1.6.2 Situac¸o˜es particulares: Trocas menores e Subdiviso˜es
Trocas menores entre sectores vizinhos
De maneira muito simples estas trocas menores consistem na possibili-
dade de introduzir, em vez de freguesias inteiras, pequenas porc¸o˜es de
um determinado sector num outro que lhe esteja pro´ximo. No entanto,
conve´m esclarecer que, em contexto real, estas misturas podem na˜o ser
poss´ıveis de efectuar. Embora raramente, em limite, pode ser imposto
a`s empresas responsa´veis pela recolha que na˜o haja mistura nas reco-
lhas de diferentes localidades. Tal acontece, por exemplo, quando va´rios
munic´ıpios partilham um mesmo servic¸o de recolha sendo que, cada mu-
nic´ıpio paga o servic¸o mediante a quantidade de res´ıduo produzida pelos
seus mun´ıcipes. Assim sendo, um ve´ıculo que comece a recolher os re-
s´ıduos da regia˜o A na˜o pode, no mesmo circuito, recolher a regia˜o B e
voltar a efectuar recolha na regia˜o A. As mudanc¸as de regia˜o implicam
a pesagem do ve´ıculo e tal situac¸a˜o seria complicada de gerir.
Podem ainda existir outros impedimentos menos radicais e mais co-
muns. Uma raza˜o frequente para o impedimento da divisa˜o de freguesias
por diferentes sectores prende-se com o tratamento “na˜o discriminato´-
rio” entre habitantes da mesma freguesia. Numa boa parte dos casos e´
exigido que a recolha dentro da mesma freguesia seja feita no mesmo
percurso.
No entanto, nos casos em que esta na˜o e´ uma imposic¸a˜o r´ıgida e as
periodicidades de recolha o permitam, a troca entre pontos de sectores
diferentes, quando pro´ximos, pode produzir bons resultados. A Figura
5.25 apresenta uma parte das freguesias de Merufe e Tangil. A amarelo
esta˜o representadas as ligac¸o˜es entre as duas freguesias. Os contentores
de Tangil esta˜o representados por quadrados laranja e os de Merufe pelos
quadrados azuis.
No caso de estas duas freguesias ficarem atribu´ıdas a sectores dis-
tintos, podera´ ser interessante considerar a possibilidade dos cinco con-
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Figura 5.25: Divisa˜o da vila de Monc¸a˜o em regio˜es mais pequenas
tentores ou conjunto de contentores dentro do c´ırculo azul, poderem
integrar o sector de Tangil.
Diviso˜es mais profundas
No caso de freguesias em que a densidade populacional e´ substancial-
mente maior, o que acontece, por exemplo, com a pro´pria vila de Mon-
c¸a˜o, tambe´m ela uma freguesia, a quantidade de res´ıduos a recolher e´
bem superior a` das restantes freguesias. O interesse em dividir uma fre-
guesia grande em porc¸o˜es mais pequenas, ou seja, um ponto grande em
pontos mais pequenos, segundo algum crite´rio, e´ sentido a va´rios n´ıveis.
Por exemplo, permite que estes pontos mais pequenos se possam juntar
a outros muito pro´ximos que correspondem, neste contexto, a` periferia
dos centros urbanos e que de outra forma poderia na˜o ser poss´ıvel dada
a elevada dimensa˜o da freguesia urbana. Por outro lado, esta separac¸a˜o
permite obter um sistema mais equilibrado de cargas.
Monc¸a˜o foi enta˜o, pelas razo˜es ja´ enunciadas, dividida em treˆs grupos
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(que podem ser aglomerados com outros). Nesta divisa˜o foram seguidas
as pra´ticas habituais das empresas nesta a´rea, usou-se a estrada prin-
cipal que intercepta Monc¸a˜o (N202) como eixo separador, a vermelho
na Figura 5.26, e separou-se ainda a zona histo´rica mais central da vila,
rectaˆngulo verde na mesma figura.
Figura 5.26: Divisa˜o da vila de Monc¸a˜o em regio˜es mais pequenas
5.2 Rotas
Apo´s a fase de divisa˜o em sectores de um mapa inicial, representado
por um grafo, a fase do desenho de rotas torna-se mais simples. As
vantagens da sectorizac¸a˜o na˜o ficam apenas na simplificac¸a˜o devida a`
divisa˜o de um problema grande em va´rios mais pequenos mas tambe´m
porque algumas dificuldades relacionadas com a periodicidade das re-
colhas ou ate´ eventuais incompatibilidades de introduc¸a˜o numa mesma
rota determinados contentores ou regio˜es ficam, a` partida, resolvidas.
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5.2.1 Junc¸a˜o de ve´rtices
De notar que, desde o in´ıcio do processo, toda a informac¸a˜o que
possa ser recolhida e que, de alguma forma, possa reduzir a dimensa˜o
do conjunto de soluc¸o˜es admiss´ıveis e´ tida em considerac¸a˜o. Se, desde o
in´ıcio, e´ conhecido que ao servir a rua A, as ruas B e C tambe´m devem
ser servidas pelo mesmo ve´ıculo no mesmo circuito, enta˜o as treˆs devem
estar inclu´ıdas no mesmo sector. Evitando desta forma que soluc¸o˜es
onde as treˆs na˜o surjam juntas possam sequer ser consideradas.
No caso pra´tico apresentado, a unia˜o de ve´rtices recai na distribuic¸a˜o
espacial ja´ existente baseada no conceito de freguesia. Num outro con-
texto, poderia fazer todo o sentido agrupar contentores usando e tirando
partido de outras diviso˜es naturais ou arquitecto´nicas. Por exemplo, a
junc¸a˜o de grandes condomı´nios, quarteiro˜es urbanos, aldeias, bairros
habitacionais podem justificar o agrupamento num mesmo circuito re-
duzindo, substancialmente, a dimensa˜o do problema.
5.2.2 Visa˜o intra-grupos iniciais
Representac¸a˜o de ve´rtice e arestas dentro dos grupos inici-
ais (freguesias)
Tome-se o exemplo representado na Figura 5.27 de uma parte da fre-
guesia de Abedim. Os quadrados verdes representam locais de deposic¸a˜o
de res´ıduos pela populac¸a˜o (contentores) distribu´ıdos ao longo das ruas
que compo˜em a freguesia. No caso de estarem va´rios contentores pro´-
ximos, o que e´ usual na˜o so´ em zonas de maior densidade populacional
como em escolas ou ate´ cemite´rios, o mesmo quadrado representara´ na˜o
um mas um conjunto de contentores. Relembra-se que os contentores
podem apresentar diferentes capacidades.
Apo´s a identificac¸a˜o dos contentores, deve ser conhecida a rede via´ria
da regia˜o para construc¸a˜o do grafo que retrata a regia˜o. Os ve´rtices
do grafo assim constru´ıdo correspondera˜o a pontos de cruzamento ou
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Figura 5.27: Freguesia de Abedim
de entroncamento e as arestas a`s ligac¸o˜es entre esses mesmos ve´rtices.
E´ de salientar que uma aresta podera´ na˜o corresponder exactamente a
uma rua, especialmente em situac¸o˜es maioritariamente rurais com pouca
diversidade de percursos, podendo representar um conjunto de ruas o
que resultara´ numa reduc¸a˜o significativa da dimensa˜o do problema. No
caso da pequena freguesia de Abedim ja´ apresentada, os ve´rtices e as
arestas encontram-se representados a amarelo e a azul, respectivamente,
na Figura 5.28.
Continuando com a freguesia de Abedim como exemplo, segue-se
uma fase de identificac¸a˜o do comprimento das arestas e do ca´lculo das
estimativas do tempo de passagens com recolha (dependente do nu´mero
e do tipo de contentores) e sem recolha. A Figura 5.29 mostra a tabela
constru´ıda para o caso desta freguesia. Se a quantidade a recolher for
igual a zero tal significa que a aresta e´ facultativa. Nesse caso, embora
na˜o fac¸a sentido falar em custo associado a` recolha tomou-se o valor do
custo associado a` passagem sem recolha (deadheading). Dito de outra
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Figura 5.28: Freguesia de Abedim - representac¸a˜o dos ve´rtices e das arestas
forma, de cada vez que os custos de passagem com e sem recolha sa˜o
iguais significa que, nessa aresta, a recolha e´ igual a 0.
Figura 5.29: Custos de passagem e quantidade de res´ıduo a recolher na Fre-
guesia de Abedim
O mesmo procedimento e´ tomado para as restantes freguesias do
concelho de Monc¸a˜o. A Figura 5.30 apresenta, com pequenos quadra-
dos, o posicionamento dos diferentes contentores do concelho de Monc¸a˜o.
As cores distintas diferenciam as 33 freguesias do concelho. Como foi
referido no Cap´ıtulo 3 as freguesias consideradas sa˜o as anteriores a`s
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publicadas na Lei no. 11-A/2013, de 28 de Janeiro que aprova a reorga-
nizac¸a˜o administrativa do territo´rio das freguesias.
Figura 5.30: Conjunto dos contentores distribu´ıdos pelas diferentes freguesias
do concelho de Monc¸a˜o
5.2.3 Visa˜o inter-grupos iniciais
Representac¸a˜o de metave´rtices e metarestas entre grupos
iniciais (freguesias)
Depois de uma fase em que sa˜o consideradas as ligac¸o˜es dentro de
cada uma das freguesias ou partes de freguesias (caso da vila de Monc¸a˜o),
passa-se ao estudo das ligac¸o˜es entre essas mesmas freguesias. Nesta
fase, sa˜o calculadas as distaˆncias mais curtas entre freguesias vizinhas.
Tambe´m aqui as distaˆncias correspondem a distaˆncias reais, ou seja, a`s
verdadeiras distaˆncias que o ve´ıculo tera´ de percorrer entre as freguesias.
Duas freguesias sa˜o consideradas vizinhas se for poss´ıvel passar de uma
a outra directamente, ou seja, se e´ poss´ıvel chegar de uma a outra sem
passar por uma terceira freguesia. A Figura 5.31 apresenta, a diferentes
cores, os centro´ides referentes a cada uma das freguesias. C´ırculos mai-
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ores, reflectem maiores valores da procura. A posic¸a˜o de cada centro´ide
foi calculada tendo em atenc¸a˜o as posic¸o˜es dos contentores em cada fre-
guesia. Pode dizer-se que, de alguma forma, sa˜o indicadores do centro
de massa de cada freguesia.
Figura 5.31: Ligac¸o˜es entre as freguesias de Monc¸a˜o
Nesta visa˜o mais macrosco´pica, as freguesias funcionam como meta-
ve´rtices num metagrafo onde as ligac¸o˜es entre as freguesias (metave´rti-
ces) sera˜o estabelecidas por metarestas. Por na˜o existirem contentores
nas ligac¸o˜es entre as freguesias, estas correspondera˜o a metarestas na˜o
requeridas.
Retomando, mais uma vez, o exemplo da freguesia de Abedim, verifica-
se que esta e´ vizinha das freguesias de Barroc¸as e Taias e de Portela. A
Figura 5.32 apresenta, a uma escala mais microsco´pica que a anterior,
a ligac¸a˜o, a amarelo, entre as freguesias de Abedim (ve´rtice Abe6) e de
Barroc¸as e Taias (ve´rtice B&T1). O seu comprimento corresponde a
cerca de 1 km.
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Figura 5.32: Caminho, a amarelo, que liga Abedim a Barroc¸as e Taias
Na Figura 5.33 as linhas vermelhas representam parte do metagrafo
em torno da freguesia de Abedim. Os treˆs metave´rtices referem-se a`s
freguesias de Abedim, Barroc¸as e Taias e Portela.
5.2.4 Algumas especificidades
Em algumas partes muito espec´ıficas da regia˜o, em situac¸o˜es de fre-
guesias mais rurais e dispersas, com baixa densidade populacional, logo
com reduzidas quantidades de res´ıduo a recolher, faz sentido que o ve´ı-
culo ao entrar numa dessas freguesia, muitas vezes isolada das restantes,
efectue toda a recolha no local e so´ depois se dirija para outra freguesia.
Pela baixa produc¸a˜o de res´ıduos, a restric¸a˜o relativa a` capacidade do
ve´ıculo pode na˜o se colocar. Dito de outra forma, quando o ve´ıculo en-
tra na freguesia tem capacidade dispon´ıvel suficiente para recolher toda
a freguesia. Assim sendo, em instaˆncias de elevada dimensa˜o, podera´
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Figura 5.33: Parte do metagrafo referente ao concelho de Monc¸a˜o
fazer sentido aproximar o problema, dentro dos limites da freguesia, a
um RPP“saindo”do CARP deixando cair as restric¸o˜es impostas pela ca-
pacidade. Tal simplificac¸a˜o pode ser muito vantajosa se a dimensa˜o das
instaˆncias for elevada. Esta simplificac¸a˜o na˜o e´ exclusiva para fregue-
sias dispersas. Condomı´nios fechados, pequenas aldeias ou vilas isoladas
podera˜o justificar um tratamento semelhante.
Em limite, se uma vasta regia˜o for composta por um grande nu´mero
de pequenos aglomerados dispersos, cada um desses nu´cleos pode ser
tratado isoladamente como um RPP, Figura 5.34(a). As linhas a trace-
jado representam as distaˆncias mais curtas entre esses mesmos nu´cleos.
Posteriormente, a cada um deles faz-se corresponder uma aresta obri-
gato´ria com um custo igual ao resultado obtido na resoluc¸a˜o do RPP e
com uma procura associada igual a` quantidade de res´ıduos produzidos
nesse nu´cleo, Figura 5.34(b).
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(a)
(b)
Figura 5.34: (a) Va´rios RPPs (b) Representac¸a˜o de um CARP
5.2.5 Obtenc¸a˜o das rotas
De uma maneira geral as rotas sa˜o obtidas por aplicac¸a˜o de progra-
mac¸a˜o linear inteira mista a um problema definido como MCARP-LML
conforme se define no Cap´ıtulo 4.
A resoluc¸a˜o de algumas especificidades como as indicadas na Secc¸a˜o
5.2.4, a existirem, sa˜o tratadas com recurso aos Algoritmos Meme´ticos
apresentados em Rodrigues e Ferreira [2012]. O desenvolvimento apre-
sentado podendo resolver problemas de grande dimensa˜o apresenta a
desvantagem de apenas resolver o problema na˜o direccionado, ou seja, o
URPP. Por outro lado, e´ comum em pequenos centros populacionais, o
ve´ıculo colector poder circular nas ruas em ambos os sentidos.
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5.3 Integrac¸a˜o de Sectores e Rotas
A Figura 5.35 estabelece o esquema do processo de construc¸a˜o e me-
lhoria de sectores e respectivas rotas. Perante um caso de recolha de
RSU, onde um conjunto de contentores, ruas e periodicidades sa˜o co-
nhecidos, duas situac¸o˜es podera˜o ser consideradas. A primeira situac¸a˜o,
mais rara, e´ aquela em que na˜o ha´ qualquer conhecimento sobre a re-
gia˜o na˜o se estabelecendo afinidades entre pequenas zonas. A segunda
situac¸a˜o, a mais comum, e´ aquela em que algumas zonas a recolher
apresentam algum grau de afinidade. Sa˜o exemplos os quarteiro˜es ha-
bitacionais, aldeias ou pequenas vilas, condomı´nios, bairros, etc. Essa
inclusa˜o no mesmo circuito, para ale´m de simplificar o problema, pode
ainda apresentar outras duas vantagens: na˜o existir “discriminac¸a˜o” en-
tre mun´ıcipes vizinhos e, numa a´rea em que a recolha na˜o seja dia´ria,
evitar que o ve´ıculo colector circule todos os dias na zona por esta na˜o
estar toda inclu´ıda no mesmo circuito. Conve´m referir que os ve´rtices
do grafo no qual assenta este problema de rotas em arcos referem-se a
pontos de cruzamento ou entroncamento relevantes e na˜o aos contento-
res. As arestas, como em qualquer grafo ligam ve´rtices que, neste caso
particular, podem significar ruas ou conjuntos de ruas, e cuja procura
correspondera´ ao somato´rio de todos os contentores nesse espac¸o.
Os metave´rtices sa˜o aglomerados em sectores onde questo˜es relaci-
onadas com a periodicidade sa˜o consideradas conduzindo a` necessa´ria
duplicac¸a˜o de alguns metave´rtices. E´ importante referir que a matriz
de atracc¸o˜es desempenha um papel importante, revelando muita da in-
formac¸a˜o emp´ırica que podera´ existir sobre a regia˜o. Apo´s a definic¸a˜o
dos sectores segue-se uma fase de ana´lise da qualidade dos resultados
obtidos onde sa˜o tidos em considerac¸a˜o: o equil´ıbrio das cargas nos sec-
tores, a contiguidade e a compacidade. Algumas alterac¸o˜es podera˜o ser
introduzidas na constituic¸a˜o dos sectores pela ana´lise da a´rvore de atrac-
c¸o˜es de cada um dos sectores. Cortes nos ramos “mais afastados” das
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a´rvores de cada sector e posterior troca entre eles podera˜o, ou na˜o, le-
var a` constituic¸a˜o de sectores com maior qualidade. Obtidos que esta˜o
os sectores, passa-se para uma fase de desenho de rotas. Nesta fase, o
problema, de menor dimensa˜o que o inicial, ja´ na˜o apresenta restric¸o˜es
relativas a` periodicidade. Me´todos exactos sa˜o usados para a resoluc¸a˜o
do MCARP-LML gerado. Os circuitos obtidos sa˜o analisados no sen-
tido do equil´ıbrio das rotas. Circuitos desequilibrados podera˜o sugerir
alterac¸o˜es nos sectores e o processo e´ repetido ate´ obtenc¸a˜o de rotas
“aceita´veis”.
Em situac¸o˜es mais particulares e´ poss´ıvel resolver, apo´s aglomerar
os va´rios pontos em metave´rtices, um RPP dentro de cada um deles,
usando me´todos heur´ısticos.
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Figura 5.35: Esquema geral do processo de construc¸a˜o de rotas
Cap´ıtulo 6
Resultados Computacionais
Inu´til seguir vizinhos
Querer ser depois ou ser antes.
Cada um e´ seus caminhos!
Onde Sancho veˆ moinhos,
D.Quixote veˆ gigantes.
Impressa˜o Digital - Anto´nio Gedea˜o
(1906-1997)
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Este cap´ıtulo, dedicado aos resultados computacionais, apresenta os
principais resultados obtidos aquando da aplicac¸a˜o da abordagem des-
crita no Cap´ıtulo 5. Apo´s a introduc¸a˜o seguem-se duas secc¸o˜es dedicadas
a resultados obtidos em instaˆncias geradas aleatoriamente ou adaptadas
da literatura para sectores e para rotas. A u´ltima secc¸a˜o e´ dedicada ex-
clusivamente ao caso de estudo. Sa˜o apresentados os resultados obtidos
com as instaˆncias reais.
6.1 Introduc¸a˜o
No presente cap´ıtulo sa˜o apresentados os principais resultados, quer
ao n´ıvel da construc¸a˜o de sectores, quer ao n´ıvel da construc¸a˜o de ro-
tas. Na Secc¸a˜o 6.2 sa˜o apresentados 3 exemplos constru´ıdos com o ob-
jectivo de explicar e salientar algumas das potencialidades verificadas
com a “abordagem electromagne´tica” usada. Na Secc¸a˜o 6.3 sa˜o revela-
dos os resultados obtidos na aplicac¸a˜o a instaˆncias que, na˜o sendo as
originais que se apresentam na literatura, foram adaptadas para que
pudessem testar os modelos descritos anteriormente. As referidas ins-
taˆncias foram adaptadas dos conhecidos conjuntos GDB e mval, ori-
ginalmente com 23 e 34 instaˆncias, respectivamente, e que podem ser
encontradas em http : /www.uv.es/belengue/carp.html e em http :
//www.uv.es/belengue/mcarp/index.html. Finalmente, na Secc¸a˜o 6.4
sa˜o apresentados os resultados da instaˆncia real quer ao n´ıvel dos Sec-
tores quer ao n´ıvel das Rotas constru´ıdas apo´s a gerac¸a˜o dos sectores.
Sa˜o igualmente apresentados os valores obtidos nas diferentes medidas
de avaliac¸a˜o de qualidade estabelecidas anteriormente.
Os dados relativos a`s instaˆncias tratadas podem ser consultados em
http : //www.inescporto.pt/ ∼ amr.
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6.2 Sectores
Seguidamente sera˜o apresentados resultados de apenas alguns testes
efectuados na construc¸a˜o de sectores em instaˆncias geradas aleatoria-
mente. Foram, para o efeito, gerados 3 exemplos. Nos dois primeiros
exemplos (Exemplo Sectores1 e Exemplo Sectores2) e´ dado especial eˆn-
fase ao equil´ıbrio das cargas. Sa˜o retiradas informac¸o˜es qualitativas ao
n´ıvel das restantes medidas de qualidade dos sectores obtidos: a com-
pacidade e a contiguidade. Estes testes pretendem revelar os resultados
obtidos aquando da aplicac¸a˜o de duas fo´rmulas diferentes no ca´lculo
das atracc¸o˜es. Tambe´m no Exemplo Sectores2 sa˜o feitos testes rela-
tivamente a` existeˆncia ou na˜o de aterros e ao posicionamento destes
relativamente ao conjunto de pontos. No terceiro exemplo (Exemplo
Sectores3) e´ utilizada, no ca´lculo da atracc¸a˜o, a expressa˜o que melhores
resultados obteve nos dois exemplos anteriores para diferentes nu´meros
de sectores. Aqui sa˜o revelados os valores obtidos para as treˆs medidas
da qualidade. Ainda neste u´ltimo exemplo sa˜o apresentadas situac¸o˜es
de especiais atracc¸o˜es ou repulsas entre ve´rtices de um grafo.
6.2.1 Exemplo Sectores1
Na Figura 6.1 esta˜o representados 125 pontos distribu´ıdos aleatori-
amente no plano que, de forma igualmente aleato´ria, apresentam dife-
rentes cargas. O objectivo passa por formar sectores que apresentem
caracter´ısticas interessantes, primeiramente, ao n´ıvel do equil´ıbrio das
cargas.
Suponha-se que se pretende obter 4 sectores. Foram testadas as
duas formulac¸o˜es apresentadas no Cap´ıtulo 5 no ca´lculo da matriz de
atracc¸o˜es. Relembra-se a primeira que e´ a apresentada na expressa˜o 5.2
com expoente do denominador constante e igual a 2,
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Figura 6.1: Distribuic¸a˜o aleato´ria de 125 pontos no plano com diferentes cargas
aij = ||−→aij || = ||−→aji|| = qi ∗ qj
d2ij
e a segunda que se define na expressa˜o 5.4 com expoente do denomi-
nador crescente iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o,
||
−→
adij || = ||
−→
adji|| =
qi ∗ qj
d2+NIP−NSij
.
De recordar que NIP representa o Nu´mero Inicial de Pontos (no
exemplo considerado 125) e NS o Nu´mero corrente de Sectores, que na
primeira iterac¸a˜o comec¸a por ser igual a 125, na segunda igual a 124 e
assim sucessivamente ate´ se obter os 4 sectores desejados.
As Figuras 6.2 (a) e (b) apresentam, respectivamente, a cores dife-
rentes, os resultados obtidos da atracc¸a˜o pela aplicac¸a˜o da primeira for-
mulac¸a˜o e pela segunda. Outros dois pontos que tera˜o o papel de pontos
de deposic¸a˜o ou aterros aparecem representados nas diferentes figuras
por pequenos triaˆngulos vermelhos com as coordenadas A1 = (0, 0.5) e
A2 = (3, 2).
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(a) (b)
Figura 6.2: Quatro sectores obtidos por atracc¸a˜o com (a) expressa˜o (5.2) (b)
expressa˜o (5.4)
Tendo em atenc¸a˜o unicamente o equil´ıbrio das cargas, verifica-se que, no
ca´lculo das atracc¸o˜es, o uso da expressa˜o (5.2) conduz a um coeficiente
de variac¸a˜o de CVq = 0.756575. Ja´ o uso da expressa˜o (5.4) conduz ao
valor: CVq = 0.608474
Se, em vez de 4 se passar para 5 sectores, os resultados, seguindo a
mesma ordem que anteriormente, sa˜o os que constam da Figura 6.3.
Atendendo, mais uma vez, apenas ao equil´ıbrio o coeficiente de va-
riac¸a˜o passa de CVq = 0.737185 no primeiro caso para CVq = 0.563027
no segundo.
Quer no caso em que sa˜o considerados 4 sectores, como no caso em
que sa˜o considerados 5, mantendo os aterros inalterados, relativamente
ao equil´ıbrio os resultados sa˜o melhores quando se considera a atracc¸a˜o
constru´ıda com base na expressa˜o (5.4). Tambe´m se conclui, por sim-
ples observac¸a˜o da disposic¸a˜o das cores, que e´ nesta segunda formulac¸a˜o
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(a) (b)
Figura 6.3: Cinco sectores obtidos por atracc¸a˜o com (a) expressa˜o (5.2) (b)
expressa˜o (5.4)
que os sectores se distribuem de maneira “mais organizada”. Mesmo que
os pontos de deposic¸a˜o mudem de posic¸a˜o, a segunda formulac¸a˜o conti-
nua a ter caracter´ısticas mais interessantes do que a primeira. Veja-se o
exemplo apresentado na Figura 6.4 para 5 sectores em que os supostos
aterros mudam as suas coordenadas para A1 = (0, 3) e A2 = (3, 2). A
situac¸a˜o mais favora´vel continua a ser a do lado direito (b) referente a`
segunda formulac¸a˜o. Os valores obtidos para os coeficientes de variac¸a˜o
das quantidades, nos dois casos representados em (a) e (b) foram, res-
pectivamente, 0.737185 e 0.544181. Mudando a posic¸a˜o dos aterros na˜o
se verificou qualquer alterac¸a˜o no equil´ıbrio com a primeira formulac¸a˜o.
6.2.2 Exemplo Sectores2
Na Figura 6.5 esta´ representado um conjunto de mais de 300 pon-
tos (ou ve´rtices), com diferentes cargas (ou procuras), que se encontram
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(a) (b)
Figura 6.4: Cinco sectores, com diferentes aterros, obtidos por atracc¸a˜o com
(a) expressa˜o (5.2) (b) expressa˜o (5.4)
distribu´ıdos ao longo de uma grelha. A grelha indica as ligac¸o˜es (as
arestas) entre os pontos. Podera˜o existir ligac¸o˜es entre cada ponto e os
pontos imediatamente a` esquerda e a` direita. Existem igualmente liga-
c¸o˜es ao longo do encadeamento ligeiramente inclinado como se constata
na Figura 6.5.
Na partic¸a˜o em 4 sectores, foram aplicadas as duas formulac¸o˜es e os
resultados constam da Figura 6.6. Constatou-se que, em termos do co-
eficiente de variac¸a˜o das quantidades distribu´ıdas pelos sectores (CVq),
os resultados foram para a primeira e segunda formulac¸o˜es de, respecti-
vamente, 0.696898 e 0.591111.
No caso da segunda formulac¸a˜o foram ainda consideradas duas situ-
ac¸o˜es diferentes em que houve alterac¸a˜o nas localizac¸o˜es e no nu´mero de
pontos de deposic¸a˜o. Ao n´ıvel do equil´ıbrio, quando se compara os resul-
tados agora obtidos com o caso inicial (Figura 6.6 a` direita) verifica-se
que as soluc¸o˜es foram ligeiramente piores. O valor do CVq passou de
0.591111 para 0.605934 com um aterro (Figura 6.7 a` esquerda) e para
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Figura 6.5: Distribuic¸a˜o de 306 pontos no plano com cargas definidas aleato-
riamente
Figura 6.6: Quatro sectores com a primeira formulac¸a˜o, a` esquerda, e a se-
gunda, a` direita
0.619272 com dois aterros (Figura 6.7 a` direita). No entanto, os re-
sultados obtidos sa˜o mais satisfato´rios ao n´ıvel da contiguidade, sendo
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agora ma´xima em qualquer uma das duas situac¸o˜es consideradas, como
se pode verificar na Figura 6.7.
Figura 6.7: Quatro sectores com a segunda formulac¸a˜o: 1 aterro, a` esquerda,
e 2 aterros, a` direita
Verificou-se, de uma maneira geral, que os resultados obtidos quando
considerada a segunda formulac¸a˜o no ca´lculo das atracc¸o˜es (expressa˜o
(5.4)), sa˜o mais interessantes do que a primeira (expressa˜o (5.2)). Dos
va´rios testes efectuados verificou-se que a localizac¸a˜o dos aterros influ-
encia os resultados originando uma melhor distribuic¸a˜o das cargas.
Nos exemplos ate´ aqui considerados apenas se usou, quantitativa-
mente, a medida de equil´ıbrio das cargas estipulada. Outras concluso˜es,
resultantes das demais caracter´ısticas dos sectores obtidos, resultaram
simplesmente de uma avaliac¸a˜o qualitativa dos mesmos.
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6.2.3 Exemplo Sectores3
No exemplo seguinte foram considerados 100 pontos (ve´rtices) que,
com diferentes cargas, se distribuem ao longo de uma grelha. A Figura
6.8 inclui esses mesmos ve´rtices e as arestas que os ligam.
Figura 6.8: Distribuic¸a˜o de 100 pontos ao longo de uma grelha com diferentes
cargas
Usando a segunda formulac¸a˜o das atracc¸o˜es dos pontos (expressa˜o
5.4), por apresentar melhores resultados em muitos exemplos testados,
comec¸ou-se por considerar a formac¸a˜o de 4, 6, 7 e 10 sectores sem qual-
quer efeito dos pontos de deposic¸a˜o (aterros). Tambe´m se supo˜e um
total desconhecimento da rede, ou seja, na˜o ha´, a` partida, situac¸o˜es de
incompatibilidade ou de favorecimento nas ligac¸o˜es entre pontos. Os sec-
tores obtidos constam da Figura 6.9 e os resultados, identificados pela
respectiva al´ınea, encontram-se na Tabela 6.1.
Foi testado o mesmo procedimento que o anteriormente apresentado
na constituic¸a˜o de 4, 6, 7 e 10 sectores mas, desta vez, foi tida em
atenc¸a˜o a acc¸a˜o de aterros que se encontram fora da“mancha de pontos”,
e que, como habitualmente, sa˜o representados por pequenos triaˆngulos
vermelhos. Os resultados sa˜o apresentados na Figura 6.10 e os valores
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 6.9: Resultados sem acc¸a˜o dos aterros para (a) 4; (b) 6; (c) 7 e (d) 10
sectores
obtidos constam da Tabela 6.1 igualmente identificados pela respectiva
al´ınea.
A Figura 6.11 apresenta o gra´fico a 3 dimenso˜es dos resultados pre-
sentes na Tabela 6.1. As treˆs dimenso˜es consideradas: equil´ıbrio das
cargas, compacidade e contiguidade foram medidas, respectivamente,
por:
1. Coeficiente de variac¸a˜o do equil´ıbrio (CVq) - pretende-se que seja
o mais pequeno poss´ıvel (idealmente igual a zero);
2. Coeficiente de variac¸a˜o da compacidade (CVd)- pretende-se que
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(e) (f)
(g) (h)
Figura 6.10: Resultados com acc¸a˜o de 2 aterros para (a) 4; (b) 6; (c) 7 e (d)
10 sectores
Tabela 6.1: Valores das medidas de qualidade na formac¸a˜o de 4, 6, 7 e 10
sectores com e sem aterros
ID Aterros No Sectores CVq CVd c¯
(a) Na˜o 4 0.586659 0.583604 0.696733
(b) Na˜o 6 0.519666 0.557082 0.804952
(c) Na˜o 7 0.452668 0.641422 0.703702
(d) Na˜o 10 0.448866 0.422605 0.630381
(e) Sim 4 0.582870 0.624208 0.806255
(f) Sim 6 0.477674 0.483513 1.000000
(g) Sim 7 0.418132 0.487089 0.955714
(h) Sim 10 0.405085 0.391145 0.953333
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seja o mais pequeno poss´ıvel, tal como no caso anterior, isto e´, que
a “concentrac¸a˜o” das cargas seja, entre sectores, o mais semelhante
poss´ıvel e
3. Me´dia ponderada da contiguidade de cada sector (c)- sendo dese-
ja´vel que seja o maior poss´ıvel (idealmente igual a um).
Figura 6.11: Valores das medidas de qualidades para 4, 6, 7 e 10 sectores sob
influeˆncia ou na˜o dos aterros
Pela observac¸a˜o do gra´fico da Figura 6.11 pode, mais facilmente,
concluir-se que os resultados obtidos quando se considera a acc¸a˜o dos
2 aterros sa˜o melhores para qualquer nu´mero de sectores quer ao n´ıvel
do equil´ıbrio, quer ao n´ıvel da contiguidade. Ou seja, quando os aterros
sa˜o considerados, as cargas dos sectores apresentam maior semelhanc¸a
entre si e os ve´rtices, dentro de cada sector esta˜o “menos dispersos”
apresentando mais ligac¸o˜es entre si.
Ja´ ao n´ıvel da compacidade, a introduc¸a˜o dos aterros fez melhorar os
resultados com excepc¸a˜o da situac¸a˜o em que se constitu´ıram 4 sectores.
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Neste u´ltimo caso deu-se um ligeiro aumento do respectivo coeficiente
de variac¸a˜o.
Usando ainda a mesma distribuic¸a˜o dos ve´rtices e das arestas e res-
pectivas cargas, foram testadas outras situac¸o˜es que envolvem hipote´ti-
cas relac¸o˜es de atracc¸a˜o e repulsa entre algumas das cargas. A Figura
6.12 representa a situac¸a˜o em que os 4 pontos centrais, apesar de esta-
rem pro´ximos uns dos outros, por alguma raza˜o esta˜o impossibilitados
de estar inseridos no mesmo sector.
Figura 6.12: Quatro pontos centrais, a vermelho, que se repulsam entre si
Considerando a acc¸a˜o dos mesmos dois aterros definidos anterior-
mente e usando, mais uma vez, a segunda fo´rmula no ca´lculo das atrac-
c¸o˜es, na construc¸a˜o dos 4, 6, 7 e 10 sectores foram obtidos os resultados
apresentados na Figura 6.13 pela mesma ordem.
Os resultados obtidos para cada um dos 4 casos constam da Tabela
6.2 identificados pelas respectivas al´ıneas da Figura 6.13.
Se, em redor dos 4 pontos centrais, for considerado o aumento das
atracc¸o˜es pelo reforc¸o das sementes na formac¸a˜o dos sectores, obteˆm-
se os resultados que se apresentam na Figura 6.14. Os valores obtidos
constam igualmente da Tabela 6.2.
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(i) (j)
(k) (l)
Figura 6.13: Constituic¸a˜o de: (a) 4; (b) 6; (c) 7 e (d) 10 sectores com repulsas
entre os 4 pontos centrais
Tabela 6.2: Valores das medidas de qualidade com e sem“atracc¸o˜es reforc¸adas”
na formac¸a˜o de 4, 6, 7 e 10 Sectores - 2 aterros, 4 repulsas centrais
ID No Sectores Sementes CVq CVd c¯
(i) 4 Na˜o 0.608901 0.601817 0.858182
(j) 6 Na˜o 0.551103 0.569402 1.000000
(k) 7 Na˜o 0.431418 0.489417 0.963077
(l) 10 Na˜o 0.555330 0.430101 0.888000
(m) 4 Sim 0.603276 0.601192 0.924105
(n) 6 Sim 0.469692 0.471925 0.928571
(o) 7 Sim 0.429261 0.438128 0.893277
(p) 10 Sim 0.451432 0.362009 0.920000
192 Cap´ıtulo 6. Resultados Computacionais
(m) (n)
(o) (p)
Figura 6.14: Constituic¸a˜o de: (a) 4; (b) 6; (c) 7 e (d) 10 sectores com repulsas
entre os 4 pontos centrais e reforc¸o das atracc¸o˜es externas
A Figura 6.15 apresenta o gra´fico com os resultados obtidos ao n´ıvel
das 3 dimenso˜es consideradas na formac¸a˜o de 4, 6, 7 e 10 sectores, na
situac¸a˜o em que existem repulsas entre os 4 pontos centrais. Foram
consideradas duas situac¸o˜es referentes a` existeˆncia ou na˜o de atracc¸o˜es
reforc¸adas em redor dos 4 pontos centrais.
Por observac¸a˜o da Figura 6.15 e tendo em atenc¸a˜o o exemplo apresen-
tado, pode verificar-se que o reforc¸o das atracc¸o˜es levou a uma melhoria
do equil´ıbrio das cargas para qualquer nu´mero de sectores. O mesmo
aconteceu com a compacidade. No entanto, essa melhoria nem sempre se
fez sentir ao n´ıvel da contiguidade para diferentes nu´meros de sectores.
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Figura 6.15: Valores obtidos para 4, 6, 7 e 10 sectores a diferentes cores -
Diferentes s´ımbolos indicam reforc¸o ou na˜o de atracc¸o˜es
Na mesma grelha de 100 pontos, foi ainda testada uma outra situ-
ac¸a˜o de atracc¸a˜o entre pontos. Suponha-se agora a situac¸a˜o retratada
na Figura 6.16 em que existem va´rios grupos com diferentes nu´mero
de pontos representados a diferentes cores e que, dentro de cada grupo,
existe atracc¸a˜o entre os seus elementos. Dito de outra forma sera´ deseja´-
vel que os pontos, dentro de cada grupo, venham a pertencer ao mesmo
sector. No entanto, e´ importante relembrar que na˜o se trata de uma
obrigatoriedade. Esta relac¸a˜o apenas aumenta a possibilidade de esses
pontos serem inclu´ıdos no mesmo sector. No caso em que se verifica
tal obrigatoriedade, os pontos em causa devem ser juntos, a` partida, e
substitu´ıdos pelo centro´ide resultante.
Os resultados obtidos na formac¸a˜o de 4, 6, 7 e 10 sectores sa˜o os que
constam da Figura 6.17. O facto de um grupo estar rodeado a verde
significa que houve sucesso, ou seja, apo´s a sectorizac¸a˜o os elementos do
mesmo grupo permaneceram no mesmo sector tal como seria deseja´vel.
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Figura 6.16: Sete grupos de pontos com afinidade positiva no interior
Contrariamente, os grupos rodeados a vermelho sa˜o grupos que possuem
elementos de mais do que um sector.
Apo´s obtenc¸a˜o dos sectores, para se avaliar em que medida houve“in-
cumprimento” nos resultados, isto e´, se os sectores obtidos respeitaram
ou na˜o as afinidades entre grupos previamente apresentadas, na˜o basta
simplesmente contar quantos elementos ficaram “fora do grupo”. Tome-
se assim o seguinte exemplo: perante um conjunto grande de pontos,
suponha-se que treˆs desses pontos apresentam afinidade. Suponha-se
ainda que se pretende obter com a globalidade dos pontos, dois sectores.
No pior dos cena´rios, no final da sectorizac¸a˜o, do conjunto dos treˆs pon-
tos havera´, no ma´ximo, um ponto que fica fora o grupo (os outros dois
fara˜o parte do mesmo sector). No entanto, se forem treˆs os sectores a
construir e o grupo for constitu´ıdo pelos mesmos treˆs pontos, a pior situ-
ac¸a˜o ocorre quando cada um deles fica num sector diferente e, nesse caso,
havera´ no ma´ximo dois pontos fora do grupo pre´-estabelecido. Note-se
que este valor esta´ dependente na˜o so´ do nu´mero de elementos do grupo
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(I) (II)
(III) (IV)
Figura 6.17: Constituic¸a˜o de: (a) 4; (b) 6; (c) 7 e (d) 10 sectores com identi-
ficac¸a˜o dos 7 grupos dentro dos sectores
mas tambe´m do nu´mero de sectores que se pretende obter. O “incum-
primento” obtido foi assim medido de forma relativa reflectindo-se numa
medida de “indesejabilidade” da maneira que se segue.
Seja F o nu´mero de grupos identificados com afinidades, Fi = |Vi|,
i = 1, ..., F o nu´mero de pontos em cada grupo i e K o nu´mero de
sectores que se pretende obter.
No pior dos cena´rios, ao formar os K sectores ficara˜o fora dos grupos
(ou desenquadrados) um nu´mero de pontos que na˜o podera´ ultrapassar
H, em que:
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H =
F∑
i=1
(Fi −min{Fi − 1; dFi
K
e}) (6.1)
A medida relativa de indesejabilidade, Ind, sera´ obtida pela comparac¸a˜o
entre o nu´mero de pontos efectivamente fora dos grupos NE e H (6.1),
ou seja, Ind = NEH . Fica simples concluir que valores de Ind perto de
0 indicam que os sectores maioritariamente na˜o separaram pontos que
pertenciam ao mesmo grupo. Em contrapartida, valores de Ind perto
de 1 indicam grandes separac¸o˜es entre os pontos dos grupos inicialmente
apresentados.
Tabela 6.3: Valores das medidas de qualidade na formac¸a˜o de 4, 6, 7 e 10
Sectores e apresentac¸a˜o da percentagem de incumprimentos
ID No Sectores NE Ind CVq CVd c¯
(I) 4 0 0 0.584164 0.618836 0.795273
(II) 6 1 0.0476 0.506727 0.493955 0.877090
(III) 7 1 0.0476 0.449375 0.455438 0.962667
(IV) 10 3 0.1429 0.414186 0.408798 0.772312
Pela ana´lise da Tabela 6.3 verifica-se a totalidade ou a quase totali-
dade, da inserc¸a˜o dos grupos nos mesmos sectores apo´s a aplicac¸a˜o da
heur´ıstica apresentada.
Finalmente, pela observac¸a˜o geral dos resultados obtidos nos dife-
rentes testes efectuados, concluiu-se que a abordagem usada revelou-se
eficaz na resoluc¸a˜o do PS apresentado. Por um lado, o ca´lculo das atrac-
c¸o˜es entre cargas, estabelecido pela expressa˜o (5.4), deu origem a sectores
bastante mais equilibrados. Por outro, o uso de pontos fixos atractivos,
que obrigam a um reposicionamento da carga obtida por junc¸a˜o, pro-
duziu uma mais valia. A junc¸a˜o dos dois procedimentos manifestou-se
numa noto´ria melhoria na qualidade das soluc¸o˜es obtidas, sentida ao
n´ıvel do equil´ıbrio das cargas e da contiguidade dos sectores gerados e,
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na maioria das vezes, tambe´m ao n´ıvel da compacidade da maneira que
aqui foi considerada.
O facto de existirem, na realidade, entre cargas electricamente carre-
gadas relac¸o˜es de atracc¸a˜o mas tambe´m de repulsa, abriu a porta para a
explorac¸a˜o a um n´ıvel mais completo e alargado na formac¸a˜o de sectores.
Foram apresentadas instaˆncias com diferentes relac¸o˜es de incompatibi-
lidade/afinidade entre pontos. O me´todo proposto resolveu todas as
instaˆncias consideradas de maneira muito satisfato´ria e interessante.
6.3 Rotas
Nesta secc¸a˜o sa˜o apresentados os resultados obtidos num computador
Intel Core2 Duo 3,00 GHz com 8.00 Gb de RAM, com recurso ao CPLEX
12.5.1. Sa˜o apresentados dois grupos de resultados. Do primeiro grupo
fazem parte instaˆncias que foram adaptadas de instaˆncias existentes na
literatura. Foram consideradas as instaˆncias GDB e mval a`s quais,
por so´ apresentarem um aterro/garagem, foram “acrescentados” ve´rtices
correspondentes a` garagem e aos aterros distintos.
Para testar o MCARP-LML foram efectuadas alterac¸o˜es a dois con-
juntos de instaˆncias conhecidos. A Secc¸a˜o 6.3.1 descreve as instaˆncias
constru´ıdas tendo por base as GDB da literatura (descritas em Be-
lenguer e Benavent [2003]) e a Secc¸a˜o 6.3.2 revela as instaˆncias mval
igualmente retiradas da literatura (Belenguer et al. [2006]).
As modificac¸o˜es efectuadas devem-se ao facto de, nas instaˆncias ori-
ginais ser considerado apenas um ponto de deposic¸a˜o e esse ponto funcio-
nar ao mesmo tempo como garagem. Nas instaˆncias agora apresentadas,
foram considerados 2, 3 ou 4 aterros.
Nos casos onde foram considerados dois aterros foram adicionados
treˆs ve´rtices a cada uma das instaˆncias originais. Assim, o ve´rtice 1
correspondera´ ao depo´sito, os ve´rtices 2 e 3 representam dois aterros. Os
ve´rtices de cada uma das instaˆncias originais correspondem, pela mesma
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ordem, aos ve´rtices 4 e seguintes nas novas instaˆncias. A Figura 6.18
representa com o quadrado verde e os c´ırculos azuis, respectivamente,
a garagem e os 2 aterros das novas instaˆncias quando considerados dois
aterros. O triaˆngulo vermelho, representa o ve´rtice 4 que, nas instaˆncias
originais seria o ve´rtice 1 (garagem e aterro simultaneamente).
Figura 6.18: Adic¸a˜o de treˆs ve´rtices nas novas instaˆncias com 2 aterros
Nos casos em que foram considerados treˆs ou quatro pontos de de-
posic¸a˜o, e seguindo a mesma representac¸a˜o que a usada anteriormente,
foram acrescentados 4 ou 5 ve´rtices, respectivamente, de acordo com o
que se apresenta na Figura 6.19
As informac¸o˜es que constam das colunas das tabelas (6.4)-(6.7) dos
dois grupos referem-se a:
• ID: identificac¸a˜o da instaˆncia;
• T : nu´mero de viagens;
• ] V : nu´mero de ve´rtices (depo´sito + aterros + ve´rtices comuns);
• ] B: nu´mero de aterros;
• ] ER: nu´mero de arestas requeridas;
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(a) (b)
Figura 6.19: Alterac¸o˜es introduzidas nas instaˆncias para: (b) 3 aterros (b) 4
aterros
• ] AR: nu´mero de arcos requeridos;
• ] R: nu´mero de ligac¸o˜es na˜o requeridas;
• Q: capacidade dos ve´ıculos;
• Max: representa o nu´mero ma´ximo de descargas para cada aterro
i ([Maxli]i=1,...,]B);
• Gap(%): gap obtido com CPLEX 12.5;
• Tempo(seg): tempo computacional em segundos (3h - atingido o
tempo limite de 3 horas);
• FO: func¸a˜o objectivo - valor o´ptimo (Negrito∗) ou um limite
superior.
6.3.1 Instaˆncias GDB − LML
A tabela 6.4 mostra um conjunto de 23 instaˆncias GDBi LML, i =
1, ..., 23 e outro com treˆs instaˆncias desenvolvidas a partir deGDB15 LML
(dispon´ıveis em http : //www.inescporto.pt/
∼ amr/Limited Multi Landfills). Estes dois conjuntos foram obtidos,
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apo´s as modificac¸o˜es ja´ indicadas relacionadas com aterros mu´ltiplos
(valor de ] B) considerando as instaˆncias GDBi descritas em Belenguer
e Benavent [2003].
Tabela 6.4: Resultados das instaˆncias GDBi LML e GDB15 LMLi
ID T ] V ] R ] R Q ] B Max Gap(%) Tempo (seg) FO
GDB1 LML 6 15 22 6 5 2 [3,3] 0 70.71.98 310
∗
GDB2 LML 7 15 26 6 5 2 [4,4] 0 258.37 347
∗
GDB3 LML 6 15 22 6 5 2 [3,3] 0 7.96 286
∗
GDB4 LML 5 14 19 6 5 2 [3,3] 0 17.25 293
∗
GDB5 LML 7 16 26 6 5 2 [3,3] 0 133.41 376
∗
GDB6 LML 6 15 22 6 5 2 [3,3] 0 680.23 317
∗
GDB7 LML 6 15 22 6 5 2 [3,3] 0 65.55 329
∗
GDB8 LML 11 30 46 6 27 2 [5,5] 10.91 3h 364
GDB9 LML 11 30 51 6 27 2 [5,5] 11.14 3h 353
GDB10 LML 5 15 25 6 10 2 [2,2] 0 3.93 296
∗
GDB11 LML 6 25 45 6 50 2 [3,3] 0.24 3h 414
GDB12 LML 8 16 23 6 35 2 [4,4] 7.25 3h 472
GDB13 LML 7 13 28 6 41 2 [4,4] 0.36 3h 553
GDB14 LML 6 10 21 6 21 2 [3,3] 0 22.95 123
∗
GDB15 LML 5 10 21 6 37 2 [2,2] 0 2.53 78
∗
GDB16 LML 6 11 28 6 24 2 [3,3] 0 0.42 149
∗
GDB17 LML 6 11 28 6 41 2 [3,3] 0 2.06 115
∗
GDB18 LML 6 12 36 6 37 2 [3,3] 0 26.02 187
∗
GDB19 LML 4 11 11 6 27 2 [2,2] 0 0.12 77
∗
GDB20 LML 5 14 22 6 27 2 [2,2] 0 8.19 150
∗
GDB21 LML 7 14 33 6 27 2 [3,3] 0 71.54 184
∗
GDB22 LML 9 14 44 6 27 2 [5,5] 0 228.40 232
∗
GDB23 LML 11 14 55 6 27 2 [6,6] 3.25 3h 277
As instaˆncias GDB15 LMLi proveˆm de alterac¸o˜es efectuadas a` ins-
taˆncia GDB15, para 2, 3 ou 4 aterros.
Tabela 6.5: Resultados das instaˆncias GDB15 LMLi
ID T ] V ] R ] R Q ] B Max Gap(%) Tempo (seg) FO
GDB15 LML1 5 10 21 6 37 2 [1,4] 0 0.14 78
∗
GDB15 LML2 5 11 21 9+6 37 3 [2,2,2] 0 0.34 77
∗
GDB15 LML3 5 12 21 13+4 37 4 [1,1,1,2] 0 0.72 71
∗
6.3.2 Instaˆncias mval − LML
Nas 34 instaˆncias que constam da Tabela 6.6, mvalXY LML, X =
1, 2, ..., 10 e Y = A,B,C (em alguns casos D) foram usados 2 pontos
de deposic¸a˜o com igual nu´mero ma´ximo de descargas correspondendo
esse nu´mero, em cada instaˆncia, ao respectivo valor de T − 1, ou seja,
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Max = [Maxli]i=1,2 = [T − 1, T − 1].
Tabela 6.6: Caracter´ısticas e resultados de 34 instaˆncias mvalXY LML
ID T ] V ] ER ] AR Q Gap(%) Tempo (seg) FO
mval1A LML 3 27 20 35 200 0 0.25 239∗
mval1B LML 4 27 13 38 120 0 0.44 274∗
mval1C LML 9 27 17 36 45 10.52 3h 379
mval2A LML 3 27 16 28 180 0 0.08 332∗
mval2B LML 4 27 12 40 120 0 1.37 395∗
mval2C LML 9 27 14 35 40 8.60 3h 508
mval3A LML 3 27 15 33 80 0 0.09 128∗
mval3B LML 4 27 16 29 50 0 0.47 158∗
mval3C LML 8 27 18 25 20 4.99 3h 188
mval4A LML 4 44 26 69 225 0 1.64 597∗
mval4B LML 5 44 19 83 170 0 41.86 665∗
mval4C LML 6 44 21 82 130 0 23.74 645∗
mval4D LML 10 44 21 83 75 6.32 3h 748
mval5A LML 4 37 22 74 220 0 4.88 625∗
mval5B LML 5 37 35 56 165 0 34.35 613∗
mval5C LML 6 37 17 81 130 0 3.96 685∗
mval5D LML 10 37 29 63 75 4.38 3h 666
mval6A LML 4 34 22 47 170 0 1.44 342∗
mval6B LML 5 34 22 44 120 0 11.87 337∗
mval6C LML 11 34 23 45 50 9.21 3h 421
mval7A LML 4 43 36 50 200 0 1.45 384∗
mval7B LML 5 43 25 66 150 0 3.71 432∗
mval7C LML 10 43 28 62 65 6.51 3h 466
mval8A LML 4 33 20 76 200 0 1.12 595∗
mval8B LML 5 33 27 64 150 0 10.98 545∗
mval8C LML 10 33 28 55 65 9.02 3h 709
mval9A LML 4 53 32 100 235 0 10.30 476∗
mval9B LML 5 53 44 76 175 0 5778.82 488∗
mval9C LML 6 53 42 83 140 2.05 3h 463
mval9D LML 11 53 38 93 70 11.81 3h 654
mval10A LML 4 53 32 106 250 0 2.07 646∗
mval10B LML 5 53 33 101 190 0 19.59 667∗
mval10C LML 6 53 36 100 150 0 64.05 642∗
mval10D LML 11 53 42 87 75 13.09 3h 739
Com base nas instaˆncias mval1Y LML foi constru´ıdo um outro
grupo designado por mval1Y LMLi, com Y = A,B,C e i = 1, 2, e
que consistiu na alterac¸a˜o do nu´mero de pontos de deposic¸a˜o e/ou no
nu´mero ma´ximo de descargas permitido em cada um desses pontos.
Por observac¸a˜o dos resultados obtidos, pode concluir-se que, das
vinte e seis instaˆncias GDB LML geradas, para diferentes nu´meros
de viagens, de aterros com diferentes capacidades, foram encontradas
vinte soluc¸o˜es o´ptimas. No que diz respeito a`s instaˆncias mval LML,
de maior dimensa˜o e com um maior nu´mero de arcos nas ligac¸o˜es, foram
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Tabela 6.7: Caracter´ısticas e resultados mvalXY LML alteradas
ID ] V ] ER ] AR Q ] B Max Gap(%) Tempo (seg) FO
mval1A LML 27 20 35 200 2 [2,2] 0 0.25 239∗
mval1A LML1 27 20 35 200 2 [1,1] 0 0.25 239
∗
mval1A LML2 28 20 35 200 3 [2,2,2] 0 0.22 237
∗
mval1B LML 27 13 38 120 2 [3,3] 0 0.44 274∗
mval1B LML1 28 13 38 120 3 [2,1,2] 0 0.45 272
∗
mval1B LML2 28 13 38 120 3 [1,1,3] 0 0.20 273
∗
mval1C LML 27 17 36 45 2 [8,8] 10.52 3h 379
mval1C LML1 28 17 36 45 3 [4,3,3] 11.88 3h 348
mval1C LML2 29 17 36 45 4 [3,3,3,3] 12.20 3h 367
geradas 40 instaˆncias com diferentes nu´meros de viagens e de aterros de
diferentes capacidades. Relativamente aos resultados neste conjunto de
instaˆncias, foram obtidas vinte e sete soluc¸o˜es o´ptimas. Embora o tempo
limite permitido para correr cada instaˆncia fosse dois dias, verificou-se
que, na maior parte dos casos, a soluc¸a˜o ou era obtida logo nas primei-
ras horas ou as melhorias iam sendo muito lentas no decorrer do tempo.
De uma maneira geral, pode concluir-se que os resultados obtidos foram
bastante satisfato´rios.
6.4 Sectores e Rotas no caso de estudo
6.4.1 Apresentac¸a˜o de pontos e ligac¸o˜es
A presente secc¸a˜o e´ dedicada exclusivamente ao caso de estudo da
recolha de RSU no concelho de Monc¸a˜o, Figura 6.20.
Na Figura 6.21 esta˜o representados, atrave´s de diferentes c´ırculos, as
quantidades de RSU produzidas nas diferentes freguesias, os dois pontos
de deposic¸a˜o (quadrados vermelhos) e a garagem (quadrado verde).
Como ja´ foi referido, nem todas as freguesias que em linha recta
esta˜o pro´ximas, esta˜o “efectivamente” pro´ximas. A Figura 6.22 reflecte,
unicamente, a existeˆncia ou na˜o de ligac¸a˜o directa entre as freguesias.
Dito de outra maneira, existe uma ligac¸a˜o (aresta) entre freguesias se
for poss´ıvel passar directamente de uma para outra sem ter que passar
por uma terceira freguesia. Os custos associados a estas arestas sa˜o
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Figura 6.20: Diferentes c´ırculos representam diferentes quantidades de RSU
produzidas por freguesia
Figura 6.21: Quantidade de RSU por freguesia, os 2 pontos de deposic¸a˜o e a
garagem
expressos pelo tempo despendido pelo ve´ıculo colector.
Pelas razo˜es referidas no Cap´ıtulo 5, Monc¸a˜o Urbano foi dividido
em treˆs partes. Apo´s tal divisa˜o resultou uma distribuic¸a˜o de RSU pro-
duzidos de acordo com o que se apresenta na Figura 6.23. Foi ainda
considerada separadamente uma parte mais externa a` freguesia de Mon-
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Figura 6.22: Ligac¸o˜es directas entre as diferentes freguesias de Monc¸a˜o
c¸a˜o a que se deu o nome de Monc¸a˜o Rural.
Figura 6.23: Divisa˜o da vila de Monc¸a˜o em treˆs grupos (a azul escuro)
6.4.1.1 Dados preliminares
Como referido no caso de estudo apresentado, ha´ diferentes tipos de
contentores que sa˜o tidos em considerac¸a˜o quer na formac¸a˜o dos sectores,
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quer no desenho das rotas. No que diz respeito a este u´ltimo ponto,
para ale´m da capacidade do contentor e´ tido igualmente em atenc¸a˜o
o tempo estimado da recolha do contentor, Tabela 6.8. A maioria dos
contentores sa˜o os de 800 litros em polietileno com asa Oschner. Existem
alguns contentores de 1100 litros mas, por serem raros, foram inclu´ıdos
no grupo dos contentores de 800 litros.
Tabela 6.8: Capacidade e Tempos de recolha dos diferentes contentores
T ipo de contentor Capac.(m3) Estimativa Tempo Recolha(seg)
Balde 0.12 30
Polietileno (Oschner e/ou Din) 0.8 60
Caixote 0.08 20
Enterrado/Semi− Enterrado 3 240
Enterrado/Semi− Enterrado 5 300
Saco (10) 0.05 5
Considerou-se ainda que os contentores se encontram, em me´dia, a
75% da sua capacidade ma´xima. Relativamente a` velocidade dos ve´ıculos
colectores considerou-se 30km/h como sendo a velocidade me´dia.
6.4.2 Calenda´rio semanal
As periodicidades de recolha ao longo do ano, como ja´ foi referido no
Cap´ıtulo 3, na˜o e´ constante. No entanto na maior parte do tempo essa
recolha e´ bissemanal para a maioria das freguesias e dia´ria apenas para
as freguesias de Monc¸a˜o (Urbano), Mazedo e Cortes. Apresentado desta
maneira, resulta simples considerar o calenda´rio semanal dividido em
duas partes: Segunda, Terc¸a e Quarta por um lado e, por outro Quinta,
Sexta e Sa´bado. Tal divisa˜o simplifica a planificac¸a˜o por a segunda
parte ser uma co´pia exacta da primeira. Ou seja, se por exemplo, os
res´ıduos em Valadares forem recolhidos a` Terc¸a, voltara˜o a ser recolhidos
a` Sexta. Em cada um dos dias, sa˜o criados, inicialmente, dois “giros”
(entende-se por um “giro” a sa´ıda do ve´ıculo da garagem ate´ ao seu
regresso). No Domingo apenas sera˜o feitas as recolhas a`s freguesias
206 Cap´ıtulo 6. Resultados Computacionais
que apresentam necessidade de recolha dia´ria. A Tabela 6.16 apresenta
genericamente o calenda´rio de recolha de uma semana em situac¸a˜o de
recolhas bissemanais. Gi, i = 1, ..., 6, representa os diferentes giros e
G∗ representa um giro especial, que devera´ ser efectuado ao Domingo,
formado apenas pelas freguesias que apresentam necessidades de recolha
dia´ria.
Tabela 6.9: Calenda´rio semanal gene´rico considerando a recolha bissemanal
na maioria das freguesias
Segunda Terc¸a Quarta Quinta Sexta Sa´bado Domingo
G1 G3 G5 G1 G3 G5 G
∗
G2 G4 G6 G2 G4 G6 -
Sendo a recolha obrigato´ria em Monc¸a˜o Urbano e nas freguesias de
Cortes e Mazedo, tal significa que cada uma destas devera´ fazer parte
na˜o so´ de G∗ como tambe´m de: G1 ou G2, de G3 ou G4 e, finalmente,
de G5 ou G6. Desta forma fica garantido que as recolhas sera˜o dia´rias
nessas zonas.
Pela aplicac¸a˜o do me´todo de construc¸a˜o de sectores, inspirado na
Lei de forc¸as electromagne´ticas de Coulomb, resultou a divisa˜o que se
verifica na Figura 6.24. Monc¸a˜o Urbano, como indicado no Cap´ıtulo
5, foi dividido em 3 partes. No entanto, apo´s a criac¸a˜o dos sectores,
as 3 partes aparecem, invariavelmente juntas. De notar que as u´nicas
relac¸o˜es de atracc¸a˜o/repulsa entre freguesias consideradas nesta primeira
fase referem-se a`s repulsas existentes entre as freguesias e elas pro´prias
quando apresentam co´pias. Dito de outra maneira, freguesias como a
de Cortes, que tem recolha dia´ria, apresenta 3 co´pias. Essas co´pias va˜o
repulsar-se mutuamente de maneira a na˜o ficarem inclu´ıdas no mesmo
sector. A inclusa˜o no mesmo sector implica que a recolha seja inserida
no mesmo giro, ou seja, Cortes poderia ser recolhida 2 ou 3 vezes no
mesmo dia. Tal situac¸a˜o na˜o e´ deseja´vel.
Para uma melhor visualizac¸a˜o, dado que na Figura 6.24 existem c´ır-
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Figura 6.24: Resultado obtido para 6 Sectores sem conhecimento adicional do
territo´rio
culos sobrepostos, os 6 sectores que correspondera˜o aos RSU a recolher
nos diferentes giros considerados sa˜o apresentados isoladamente, como
na Figura 6.25.
A Tabela 6.10 identifica as principais caracter´ısticas dos 6 sectores
definidos na Figura 6.25.
ID Freguesias Quantidade (m3)
S1 Monc¸a˜o Urbano, Cortes, Mazedo 46.93
S2 Mazedo, Troporiz, Cortes, Longos Va-
les, Lordelo, Parada, Sago, Cambeses,
Moreira, Pinheiros
42.07
S3 Cortes, Mazedo, Pias, Lapela, Lara 27.8
S4 Monc¸a˜o Urbano, Barbeita, Ceiva˜es,
Messega˜es, Sa´, Valadares
46.47
S5 Anho˜es, Luzio, Trute, Portela, Abe-
dim, Barroc¸as e Taias, Merufe, Po-
dame, Segude, Riba de Mouro e Tangil
40.13
Continua.... . .
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Tabela 6.10 –
Continuac¸a˜o
ID Freguesias Quantidade (m3)
S6 Badim, Bela, Troviscoso, Monc¸a˜o Ur-
bano
38.09
Tabela 6.10: Identificac¸a˜o dos diferentes sectores - freguesias e
quantidades de res´ıduo a recolher
Ao n´ıvel das 3 medidas de qualidade para sectores, os resultados
obtidos constam da Tabela 6.11
Tabela 6.11: Medidas de qualidade dos sectores obtidos
Equil´ıbrio Compacidade Contiguidade
0.1744 0.2712 0.6667
Se se fizer corresponder os diferentes sectores aos diferentes giros
semanais, um dos resultados poss´ıveis seria o representado na Tabela
6.12. Esta distribuic¸a˜o na˜o e´ u´nica. Para ale´m de ser poss´ıvel trocar os
sectores dentro do mesmo dia, por exemplo, trocar S1 com S5, tambe´m
seria poss´ıvel a troca dos sectores S2 e S3.
Tabela 6.12: Distribuic¸a˜o dos diferentes sectores ao longo do plano semanal
Segunda Terc¸a Quarta Quinta Sexta Sa´bado Domingo
S1 S4 S6 S1 S4 S6 S1
S5 S2 S3 S5 S2 S3 -
Para os diferentes sectores obtidos foram encontrados os tempos
de recolha correspondentes. Foi usado, como anteriormente, o solver
CPLEX 12.5 (IBM [2012]). A Tabela 6.13 apresenta os resultados en-
contrados quando usado 1 u´nico ve´ıculo com grua e uma capacidade de
16m3. Foi ainda considerado o tempo estimado para descarga de 20
minutos para este tipo de ve´ıculo.
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Figura 6.25: Desenho dos seis sectores sem informac¸a˜o adicional sobre as
freguesias
Tabela 6.13: Caracterizac¸a˜o das rotas para 1 ve´ıculo dentro dos diferentes
sectores
ID ] T ] V ] R ] R Gap(%) TempoComp.(seg) FO(seg)
S1 4 182 144 121 0 574.96 36111.448
S2 4 200 165 124 0 3188.80 43619.712
S3 3 136 110 82 0 31.98 27867.984
S4 4 189 151 143 0 2613.45 46561.504
S5 4 206 161 160 0.18 3h 50937.096
S6 4 157 114 126 0 4342.63 39376.232
Por ana´lise dos tempos necessa´rios para percorrer os diferentes giros
verifica-se que, com excepc¸a˜o do Sector 3 que apresenta uma durac¸a˜o
inferior a 8 horas, todos os outros apresentam tempos de recolha que sa˜o
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imposs´ıveis de cumprir por serem demasiado extensos (durac¸a˜o superior
a 8 horas = 28800 segundos).
Tambe´m se verificou que os tempos se apresentam bastante desequi-
librados.
A` situac¸a˜o anterior foi acrescentado um ve´ıculo, mais pequeno e sem
grua, de 7m3 que foi apresentado no Cap´ıtulo 3. A introduc¸a˜o do ve´ıculo
de apoio fez diminuir em 1 unidade o nu´mero de viagens efectuadas pelo
ve´ıculo principal, o de maiores dimenso˜es. De notar que, uma parte
significativa do tempo de recolha e´ referente a viagens de ida ou de
regresso aos pontos de deposic¸a˜o, em especial, ao aterro de Valenc¸a. Por
vezes, ao substituir o ve´ıculo maior por um mais pequeno, as idas ao
aterro tornam-se mais frequentes levando ao aumento global do tempo
das rotas. Os dados obtidos para o caso de 2 ve´ıculos sa˜o os que constam
da Tabela 6.14. #T1 e #T2 representam, respectivamente, o nu´mero de
viagens dos ve´ıculos de maiores e de menores dimenso˜es.
Tabela 6.14: Caracterizac¸a˜o das rotas para 2 ve´ıculos dentro dos diferentes
sectores
ID #T1,#T2 #V #R ] R Gap(%) TempoComp.(seg) FO(segundos)
S1 3, 4 182 144 121 0.02 3h 41239.528
S2 3, 3 200 165 124 0 4783.18 46711.704
S3 – 136 110 82 − − −
S4 3, 4 189 151 143 2.10 3h 55155.304
S5 3, 3 206 161 160 4.78 3h 58012.248
S6 3, 2 157 114 126 0.06 3h 39211.328
Pela falta de equil´ıbrio entre os tempos verificados para os diferentes
giros, foi proposta nova sectorizac¸a˜o. Desta vez foi considerada infor-
mac¸a˜o adicional para construc¸a˜o da matriz de sinal. Freguesias apa-
rentemente pro´ximas, quando considerada a “visa˜o ae´rea”, mas que por
caminho via´rio esta˜o afastadas, passam a ter alguma repulsa entre elas.
Por exemplo, as freguesias de Anho˜es e Merufe, que fazem parte do an-
terior Sector 5, efectivamente esta˜o bem afastadas uma da outra. Por
outro lado, ha´ que manter boas opc¸o˜es como, por exemplo, juntar Cor-
tes e Mazedo que, por estarem ta˜o pro´ximas as suas atracc¸o˜es sera˜o
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reforc¸adas. Perante a matriz com todas as distaˆncias entre freguesias,
estabeleceu-se assim um crite´rio: atracc¸o˜es entre freguesias pro´ximas ou
muito pro´xima (ate´ 5 ou ate´ 2km) tera˜o as suas atracc¸o˜es reforc¸adas ou
muito reforc¸adas. Tal corresponde a um elemento da Matriz de Sinal
de 0.5 ou 1, respectivamente. Por outro lado, freguesias distantes sera˜o
penalizadas tendo valor −0.5 na matriz de sinal.
A Figura 6.26 apresenta o resultado obtido para a sectorizac¸a˜o no
novo cena´rio considerado.
Figura 6.26: Resultado obtido para 6 Sectores com conhecimento adicional do
territo´rio
A Tabela 6.15 identifica as principais caracter´ısticas dos 6 sectores
definidos na Figura 6.27.
ID Freguesias Quantidade (m3)
S1 Bela, Troviscoso e Monc¸a˜o Urbano 36.39
S2 Monc¸a˜o Urbano, Corte, Mazedo 46.93
Continua.... . .
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Tabela 6.15 –
Continuac¸a˜o
ID Freguesias Quantidade (m3)
S3 Mazedo, Cortes, Troporiz, Longos Va-
les, Lordelo, Parada, Sago, Cambeses,
Moreira e Pinheiros
42.07
S4 Monc¸a˜o Urbano, Monc¸a˜o Rural, Bar-
beita, Ceiva˜es, Messega˜es, Sa´ e Vala-
dares
46.47
S5 Anho˜es, Luzio, Trute, Portela, Abe-
dim, Barroc¸as e Taias, Cortes, Ma-
zedo, Pias, Lapela e Lara
37.56
S6 Badim, Merufe, Podame, Segude, Riba
de Mouro e Tangil
32.07
Tabela 6.15: Identificac¸a˜o dos diferentes novos sectores - fregue-
sias e quantidades de res´ıduo a recolher
Ao n´ıvel das treˆs medidas de qualidade para os novos sectores, os
resultados obtidos foram os apresentados na Tabela 6.16.
Tabela 6.16: Medidas de qualidade dos novos sectores obtidos
Equil´ıbrio Compacidade Contiguidade
0.1558 0.3224 0.8130
Se se fizer corresponder os diferentes sectores aos diferentes giros
semanais, os resultados poss´ıveis seriam os representados na Tabela 6.17.
Tabela 6.17: Distribuic¸a˜o dos novos sectores ao longo do plano semanal
Segunda Terc¸a Quarta Quinta Sexta Sa´bado Domingo
S1 S2 S4 S1 S2 S4 S2
S3 S6 S5 S3 S6 S5 -
Foi aplicada a heur´ıstica de melhoramento, que consiste em trocas
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Figura 6.27: Desenho de seis sectores quando considerada informac¸a˜o adicio-
nal sobre a regia˜o
admiss´ıveis entre freguesias de diferentes sectores que apresentam liga-
c¸o˜es mais fracas dentro do respectivo sector. As freguesias sugeridas
para troca foram Bela, Anho˜es e Badim. No entanto, a troca entre estas
freguesias revelaram pior desempenho a va´rios n´ıveis.
Embora, em termos me´dios, os tempos despendidos pelo ve´ıculo co-
lector na˜o seja muito diferente nos dois cena´rios considerados, houve
uma n´ıtida diminuic¸a˜o em termos da variabilidade desses tempos em
torno do respectivo valor me´dio. Usando, pelas razo˜es ja´ referidas, o co-
eficiente de variac¸a˜o passando este valor de 0.2010 no primeiro cena´rio
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Tabela 6.18: Caracterizac¸a˜o das novas rotas para 1 ve´ıculo dentro dos dife-
rentes sectores
ID #T #V #R ] R Gap(%) TempoComp.(seg) FO
S1 4 149 106 114 0 1341.25 37401.512
S2 3, 4 182 144 121 0.02 3h 41239.528
S3 3, 3 200 165 124 0 4783.18 46711.704
S4 3, 4 189 151 143 2.10 3h 55155.304
S5 4 207 162 166 2.36 3h 43130.880
S6 3 143 117 89 0 379.10 38296.704
considerado para 0.1018.
Se em vez de um ve´ıculo forem considerados 2 ve´ıculos, os resultados
sa˜o os apresentados na Tabela 6.19.
Tabela 6.19: Caracterizac¸a˜o das novas rotas para 2 ve´ıculos dentro dos dife-
rentes sectores
ID #T1,#T2 #V #R ] R Gap(%) TempoComp.(seg) FO
S1 3, 2 149 106 114 0 1341.25 37401.512
S1 3, 4 182 144 121 0.02 3h 41239.528
S2 3, 3 200 165 124 0 4783.18 46711.704
S4 3, 4 189 151 143 2.10 3h 55155.304
S5 3, 3 207 162 166 3.89 3h 46593.648
S6 2, 4 143 117 89 0.44 3h 51345.504
Ainda de notar que as quantidades recolhidas sa˜o baseadas em esti-
mativas. Demasiado rigor e exactida˜o na definic¸a˜o das rotas tendo por
base valores na˜o exactos pode revelar-se num custo despropositado re-
flectido na rota obtida. Por exemplo, se no u´ltimo caso apresentado na
Tabela 6.19 fosse permitido a cada um dos dois ve´ıculos transportar uma
carga adicional de na˜o mais de 5% da sua capacidade, isto e´, o ve´ıculo
maior com capacidade de 16,8m3 e o mais pequeno de 7,35m3, a soluc¸a˜o
o´ptima assim encontrada reduziria em cerca de 17,61%, por permitir
menos uma ida a aterro por parte do ve´ıculo de menor dimensa˜o.
6.4.3 Um apontamento sobre Algoritmos Meme´ticos
No que diz respeito aos percursos, as instaˆncias referentes ao caso
de estudo aqui considerado, por na˜o serem de dimensa˜o extraordinaria-
mente grande, foram tratadas sem recurso a` junc¸a˜o pre´via de pequenos
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aglomerados, como se sugere no Cap´ıtulo 5. No entanto, o recurso a
Algoritmos Meme´ticos (AMs) no tratamento de rotas na˜o capacitadas
pode ser uma alternativa interessante em instaˆncias de maior dimensa˜o.
Tomem-se, como exemplos as freguesias de Abedim e de Messega˜es.
Veja-se, em primeiro lugar, a freguesia de Abedim retratada na Fi-
gura 6.28. A existeˆncia de contentores identificados pelos pequenos qua-
drados verdes diferencia as arestas obrigato´rias das facultativas.
Figura 6.28: Freguesia de Abedim
Se aplicado ao grafo obtido, o AM apresentado em Rodrigues e Fer-
reira [2012] o resultado e´ que o consta da Figura 6.29 ao qual corresponde
uma soluc¸a˜o de 694.8 segundos. No percurso obtido, a cor magenta in-
dica a necessidade de passagem duas vezes pela mesma aresta enquanto
a cor azul representa passagem u´nica.
De salientar que o AM desenvolvido apenas resolve o caso na˜o direc-
cionado que, efectivamente, e´ o que descreve as pequenas freguesias do
concelho. Ha´ ainda uma outra limitac¸a˜o. No RPP, a cada aresta obri-
gato´ria esta´ associado apenas um custo de passagem, e na˜o dois, como
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Figura 6.29: Soluc¸a˜o do AM para Abedim
acontece num CARP conforme ha´ ou na˜o servic¸o nessa aresta. Para lidar
com este obsta´culo considerou-se que o custo associado a` aresta como o
custo de deadheading, ou seja, o tempo de passagem (pela aresta) sem
recolha.
Veja-se o grafo ponderado representado na Figura 6.30(a). A soluc¸a˜o
ja´ apresentada correspondente aos 694.8 segundos esta´ agora de maneira
simplificada retratada na Figura 6.30(b). Sendo esta a soluc¸a˜o de um
RPP, este tempo diz unicamente respeito a` passagem do ve´ıculo sem
efectuar recolha na freguesia de Abedim. Como ha´ conhecimento sobre
a quantidade de contentores e a tipologia desses mesmos contentores,
com base nas estimativas fornecidas e ja´ apresentadas, e´ poss´ıvel estimar
o tempo que o ve´ıculo despende somente na recolha de contentores. No
caso de Abedim, a maioria dos contentores e´ de 800 litros e estima-se
que o tempo necessa´rio para a recolha total seja de 660 segundos.
Em suma, substituindo a freguesia de Abedim por uma u´nica aresta
de passagem obrigato´ria, ela tera´ um custo associado de cerca de 22.58
minutos (694.8+660 segundos) e uma procura correspondente a uma
du´zia de contentores existente na freguesia (contentores de 800 e de 120
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(a)
(b)
Figura 6.30: Grafo representativo da freguesia de Abedim (a) Custos associ-
ados a` passagem (b) Circuito de Abedim
litros).
Tome-se agora, em formato semelhante, o exemplo da freguesia de
Messega˜es, Figura 6.31.
Figura 6.31: Freguesia de Messega˜es
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Figura 6.32: Soluc¸a˜o do AM para Messega˜es
O resultado obtido para a freguesia de Messega˜es e´ o que consta da
Figura 6.32. Tambe´m aqui a cor magenta nas arestas indica dupla pas-
sagem, contrariamente a`s arestas azuis que, na soluc¸a˜o, sa˜o de passagem
u´nica.
Da aplicac¸a˜o do AM a este aglomerado populacional resulta como
soluc¸a˜o um valor de 533 segundos. Tal como no caso de Abedim este
tempo corresponde a` passagem pelas ruas, sem recolha. A freguesia
apresenta um tempo estimado unicamente para recolha de contentores
de 1455 segundos. Substituindo a freguesia de Messega˜es por uma so´
aresta obrigato´ria, o custo associado medido pelo tempo despendido pelo
ve´ıculo colector seria de cerca de 33.13 minutos (533+1455 segundos).
Messega˜es, para ale´m de apresentar, maioritariamente, os habituais con-
6.4. Sectores e Rotas no caso de estudo 219
tentores em polietileno de 800 litros, apresenta contentores de menores
dimenso˜es e ainda zonas de recolha porta-a-porta (“saco”).

Cap´ıtulo 7
Concluso˜es e Trabalho
Futuro
“Se andarmos apenas por caminhos ja´ trac¸ados, che-
garemos apenas aonde os outros chegaram.”
Alexander Graham Bell (1847-1922)
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A tese de doutoramento teve por base uma situac¸a˜o real, muito ac-
tual, relacionada com a recolha de Res´ıduos So´lidos Urbanos. A neces-
sidade de percursos de recolha mais eficientes e eficazes acaba por nos
afectar a todos no´s, quer por efeitos econo´micos quer, sobretudo, pelas
consequeˆncias ambientais. Obviamente trata-se de menos custos para
as empresas encarregadas pela recolha mas tambe´m de menos emisso˜es
de CO2, menos poluic¸o˜es sonora e visual, menos “engarrafamentos”, em
suma, melhor ambiente. O desafio lanc¸ado para este trabalho foi grande,
mas pertinente, pelas razo˜es expostas e tambe´m por motivos de ordem
cient´ıfica.
Relativamente ao estado da arte, conseguiu-se juntar e organizar os
diferentes conceitos associados aos temas, Sectores e Rotas com recurso
a mapas e figuras inovadores. A apresentac¸a˜o e integrac¸a˜o destes dois
temas resultou e consideramos como sendo uma contribuic¸a˜o relevante
na a´rea.
Foi poss´ıvel concluir o levantamento e organizac¸a˜o clara do caso real
de recolha de RSU numa regia˜o de Portugal. Apresentava algumas par-
ticularidades que foram respeitadas aquando da sua abordagem. Entre
as quais:
• Existeˆncia de ruas de sentido u´nico;
• Nem todas as ruas com contentores para serem recolhidos;
• Nem todos os contentores podem ser recolhidos pelos diferentes
ve´ıculos (por exemplo, os moloks obrigam a existeˆncia de grua
para serem recolhidos);
• Os ve´ıculos colectores teˆm diferentes caracter´ısticas (diferentes ca-
pacidades, diferentes tempos despendidos no esvaziamento, exis-
teˆncia ou na˜o de grua,...)
• A garagem na˜o e´ ponto de deposic¸a˜o (os ve´ıculos devera˜o comec¸ar
e acabar os seus percursos na garagem, vazios);
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• Os pontos de deposic¸a˜o podera˜o ser do tipo aterro ou do tipo
estac¸a˜o de transfereˆncia (as estac¸o˜es de transfereˆncia funcionam
como pontos de deposic¸a˜o tempora´ria de res´ıduos);
• A estac¸a˜o de transfereˆncia apresenta limites ao nu´mero de deposi-
c¸o˜es dia´rias;
• E ainda, diferentes regio˜es do concelho exigem diferentes periodi-
cidades de recolha (a recolha podera´ ser dia´ria ou na˜o).
No que diz respeito aos Sectores, foram desenvolvidas heur´ısticas,
corola´rio de uma abordagem original inspirada em leis electromagne´ticas
que, de forma muito intuitiva, va˜o anexando unidades ba´sicas, no caso
estudado as freguesias, em sectores. Os resultados obtidos quando, no
ca´lculo da atracc¸a˜o, iterac¸a˜o apo´s iterac¸a˜o, se valorizaram as distaˆncias
em detrimento das cargas revelaram-se muito interessantes a` face das treˆs
medidas de qualidade definidas e consideradas: equil´ıbrio, compacidade
e contiguidade.
A junc¸a˜o dos pontos de deposic¸a˜o como pontos fixos, com poder
atractivo proporcional a`s suas capacidades de recepc¸a˜o, permitiu uma
melhoria significativa na obtenc¸a˜o de sectores especialmente ao n´ıvel da
contiguidade mas tambe´m da compacidade.
Estas heur´ısticas revelaram-se muito adequadas especialmente a dois
n´ıveis. Em primeiro lugar resolveram de forma bastante eficiente a ques-
ta˜o da periodicidade, isto e´, a partic¸a˜o do espac¸o ja´ tem em considerac¸a˜o
o facto de existirem zonas onde a recolha e´ dia´ria e outras onde tal na˜o
acontece. A segunda situac¸a˜o, e na˜o menos importante, refere-se ao facto
de ser poss´ıvel introduzir alguma informac¸a˜o que possa existir ou por
observac¸a˜o da geografia do terreno ou por experieˆncias passadas sobre o
local. Experieˆncia e conhecimento das pessoas que trabalham no meio
pode ser vista como uma mais valia para os modelos e nem sempre lhes
e´ dada a merecida considerac¸a˜o.
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No que a`s Rotas diz respeito foram desenvolvidas treˆs formulac¸o˜es
(programac¸a˜o linear inteira mista), baseadas no modelo apresentado em
Gouveia et al. [2010] onde e´ considerada uma frota homoge´nea de ve´ıcu-
los e onde os ve´ıculos partem e regressam a um u´nico ponto que funciona
simultaneamente de aterro e garagem. Na primeira formulac¸a˜o apresen-
tada considerou-se uma frota heteroge´nea, contrariamente ao conside-
rado naquele trabalho. O facto da frota ser heteroge´nea na˜o se reflecte
apenas nos ve´ıculos colectores apresentarem maior ou menor capacidade,
ou apresentarem maior ou menor custo na execuc¸a˜o das tarefas. Ha´ um
conjunto de situac¸o˜es mais complexas que podem estar envolvidas como
o impedimento de alguns ve´ıculos recolherem alguns contentores. Na
segunda formulac¸a˜o, embora com apenas um ve´ıculo, a garagem passou
a ter uma localizac¸a˜o diferente da dos pontos de deposic¸a˜o e ainda os
pontos de deposic¸a˜o, tratando-se de aterros ou estac¸o˜es de transfereˆn-
cia, passaram a ter limitac¸o˜es relativamente ao nu´mero de visitas dos
ve´ıculos colectores. A terceira formulac¸a˜o acaba por ser um pouco a
junc¸a˜o das duas primeiras. Garagem e pontos de deposic¸a˜o teˆm diferen-
tes localizac¸o˜es, os pontos de deposic¸a˜o podem apresentar limitac¸o˜es na
recepc¸a˜o dos res´ıduos e a frota e´ heteroge´nea. Uma frota heteroge´nea
implica a existeˆncia de ve´ıculos com diferentes capacidades ou custos ou
tempos me´dios de despejo em aterro. Neste u´ltimo modelo, tal como
no primeiro, foi tida em atenc¸a˜o a questa˜o de nem todos os ve´ıculos
poderem recolher todos os contentores.
A Figura 7.1 expo˜e uma visa˜o integrada das duas fases desenvolvidas.
Numa primeira fase, onde perante um problema MCARP-LML de
frota heteroge´nea, com pontos de periodicidade distinta e poss´ıvel co-
nhecimento emp´ırico da regia˜o e do problema, e´ aplicada Sectorizac¸a˜o.
Esta sectorizac¸a˜o permite, de imediato, a resoluc¸a˜o da questa˜o impor-
tante das diferentes periodicidades de recolha. Os sectores assim obtidos
sa˜o avaliados ao n´ıvel dos equil´ıbrios das suas cargas mas tambe´m tendo
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Figura 7.1: Abordagem integrada de Sectores e Rotas
em atenc¸a˜o caracter´ısticas muito importantes como a contiguidade e a
compacidade.
As rotas sa˜o constru´ıdas dentro de cada sector separadamente. Os
resultados foram obtidos com recurso ao CPLEX 12.5. Rotas desequili-
bradas, em termos dos tempos de recolha obtidos, podera˜o dar origem
a nova sectorizac¸a˜o e a` repetic¸a˜o de todo o processo.
Apenas por curiosidade: verificou-se que, de uma maneira geral, a
nova divisa˜o administrativa do concelho em causa que teve lugar no ano
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de 2013, vai ao encontro das diviso˜es aplicadas aquando da criac¸a˜o dos
sectores.
Conclu´ıda a tese ficam algumas sugesto˜es de Trabalho Futuro. Efec-
tivamente, lidar com uma situac¸a˜o real de recolha de RSU e propor e
testar diferentes me´todos de resoluc¸a˜o para problemas concretos e com-
plicados que lhe esta˜o associados, facilmente apontara˜o para alternativas
ou novas apostas de investigac¸a˜o. Mesmo assim realc¸am-se aqui algumas
propostas. A nova abordagem a` sectorizac¸a˜o na˜o se esgota nos RSU.
Seria interessante o uso da meta´fora “electromagne´tica” no estudo da
formac¸a˜o de sectores em contextos completamente diferentes. A analo-
gia entre cargas pontuais e elementos, entre atracc¸o˜es/repulsas e junc¸a˜o
desses elementos, que resulta de forma simples e, sem especial esforc¸o
de adaptac¸a˜o, pode ser aplicada a outras a´reas.
Outras duas situac¸o˜es com interesse dentro da mate-heur´ıstica resul-
tante da integrac¸a˜o de Algoritmos Meme´ticos (AMs) no me´todo exacto
apresentado seriam: - estender o AM a` situac¸a˜o de grafo misto e na˜o
apenas na˜o dirigido como aqui e´ descrito e
- aplicar o AM ao caso de um Problema de Carteiro Rural Aberto em
que, em vez de um circuito euleriano e´ constru´ıdo um caminho euleri-
ano dando a liberdade de o percurso, dentro de uma freguesia na˜o ter a
obrigatoriedade de comec¸ar e acabar no mesmo ponto.
Para finalizar, esta tese pretende ser mais do que uma meta, talvez,
e por que na˜o o mais importante, um ponto de partida para diferentes
e semelhantes caminhos...
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